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Prefácio 


Esta coleção evoluiu a partir de sessões de treinamento para olim- 
píadas de Matemática, por mim ministradas para alunos e professores 
do Ensino Médio, várias vezes ao longo dos anos de 1992 a 2003 e, 
mais recentemente, como orientador do Programa de Iniciação Cien- 
tífica para os premiados na Olimpíada Brasileira de Matemática das 
Escolas Públicas (OBMEP) e do Projeto Amílcar Cabral de coopera- 
ção educacional entre Brasil e Cabo Verde. 

Idealmente, planejei o texto como uma mistura entre uma iniciação 
suave e essencialmente autocontida ao fascinante mundo das competi- 
ções de Matemática, além de uma bibliografia auxiliar aos estudantes 
e professores do secundário interessados em aprofundar seus conhe- 
cimentos matemáticos. Resumidamente, seu propósito primordial é 
apresentar ao leitor uma abordagem de quase todos os conteúdos ge- 
ralmente constantes dos currículos do secundário, e que seja ao mesmo 
tempo concisa, não excessivamente tersa, logicamente estruturada e 
mais aprofundada que a usual. 

Na estruturação dos livros, me ative à máxima do eminente mate- 
mático húngaro-americano George Pólya, que dizia não se poder fazer 
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Matemática sem sujar as mãos. Assim sendo, em vários pontos dei- 
xei a cargo do leitor a tarefa de verificar aspectos não centrais aos 
desenvolvimentos principais, quer na forma de detalhes omitidos em 
demonstrações, quer na de extensões secundárias da teoria. Nestes ca- 
sos, frequentemente referi o leitor a problemas específicos, os quais se 
encontram marcados com * e cuja análise e solução considero parte in- 
tegrante e essencial do texto. Colecionei ainda, em cada seção, outros 
tantos problemas, cuidadosamente escolhidos na direção de exercitar 
os resultados principais elencados ao longo da discussão, bem como 
estendê-los. Uns poucos destes problemas são quase imediatos, ao 
passo que a maioria, para os quais via de regra oferto sugestões preci- 
sas, é razoavelmente difícil; no entanto, insto veementemente o leitor a 
debruçar-se sobre o maior número possível deles por tempo suficiente 
para, ainda que não os resolva todos, passar a apreciá-los como corpo 
de conhecimento adquirido. 

O primeiro volume discorre sobre vários aspectos relevantes do con- 
junto dos números reais e de álgebra elementar, no intuito de munir o 
leitor dos requisitos necessários ao estudo dos tópicos constantes dos 
volumes subsequentes. Após começar com uma discussão não axiomá- 
tica das propriedades mais elementares dos números reais, são aborda- 
dos, em seguida, produtos notáveis, equações e sistemas de equações, 
sequências elementares, indução matemática e números binomiais; o 
texto finda com a discussão de várias desigualdades algébricas impor- 
tantes, notadamente aquela entre as médias aritmética e geométrica, 
bem como as desigualdades de Cauchy, de Chebychev e de Abel. 

Dedicamos o segundo volume a uma iniciação do leitor à geometria 
Euclidiana plana, inicialmente de forma não axiomática e enfatizando 
construções geométricas elementares. Entretanto, à medida em que o 
texto evolui, o método sintético de Euclides — e, consequentemente, 
demonstrações — ganha importância, principalmente com a discussão 
dos conceitos de congruência e semelhança de triângulos; a partir desse 
ponto, vários belos teoremas clássicos da geometria, usualmente ausen- 
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tes dos livros-texto do secundário, fazem sua aparição. Numa terceira 
etapa, o texto apresenta outros métodos elementares usuais no estudo 
da geometria, quais sejam, o método analítico de R. Descartes, a tri- 
gonometria e o uso de vetores; por sua vez, tais métodos são utilizados 
tanto para reobter resultados anteriores de outra(s) maneira(s) quanto 
para deduzir novos resultados. 

De posse do traquejo algébrico construído no volume inicial e do 
aparato geométrico do volume dois, discorremos no volume três sobre 
aspectos elementares de funções e certos excertos de cálculo diferencial 
e integral e análise matemática, os quais se fazem necessários em cer- 
tos pontos dos três volumes restantes. Prescindindo, inicialmente, das 
noções básicas do Cálculo, elaboramos, dentre outros, as noções de 
gráfico, monotonicidade e extremos de funções, bem como examina- 
mos o problema da determinação de funções definidas implicitamente 
por relações algébricas. Na continuação, o conceito de função contínua 
é apresentado, primeiramente de forma intuitiva e, em seguida, axio-. 
mática, sendo demonstrados os principais resultados pertinentes. Em 
especial, utilizamos este conceito para estudar a convexidade de gráfi- 
cos — culminando com a demonstração da desigualdade de J. Jensen — 
e o problema da definição rigorosa da área sob o gráfico de uma fun- 
ção contínua e positiva — que, por sua vez, possibilita a apresentação 
de uma construção adequada das funções logaritmo natural e expo- 
nencial. O volume três termina com uma discussão das propriedades 
mais elementares de derivadas e do teorema fundamental do cálculo, 
os quais são mais uma vez aplicados ao estudo de desigualdades, em 
especial da desigualdade entre as médias de potências. 

O volume quatro é devotado à análise combinatória. Começamos 
revisando as técnicas mais elementares de contagem, enfatizando as 
construções de bijeções e argumentos recursivos como estratégias bá- 
sicas. Na continuação, apresentamos um apanhado de métodos de 
contagem um tanto mais sofisticados, como o princípio da inclusão 
exclusão e os métodos de contagem dupla, do número de classes de 
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equivalência e mediante o emprego de métricas em conjuntos finitos. 
A cena é então ocupada por funções geradoras, onde a teoria elementar 
de séries de potências nos permite discutir de outra maneira problemas 
antigos e introduzir problemas novos, antes inacessíveis. Terminada 
nossa excursão pelo mundo da contagem, enveredamos pelo estudo do 
problema, da existência de uma configuração especial no universo das 
configurações possíveis, utilizando para tanto o princípio das gavetas 
de G. L. Dirichlet — vulgo “princípio das casas dos pombos” — um 
célebre teorema de R. Dilworth e a procura e análise de invariantes 
associados a problemas algorítmicos. A última estrutura combinatória 
que discutimos é a de um grafo, quando apresentamos os conceitos bá- 
sicos usuais da teoria com vistas à discussão de três teoremas clássicos 
importantes: a caracterização da existência de caminhos Eulerianos, 
o teorema de A. Cayley sobre o número de árvores rotuladas e o teo- 
rema extremal de P. Turán sobre a existência de subgrafos completos 
em um grafo. 

Passamos em seguida, no quinto volume, à discussão dos conceitos 
e resultados mais elementares de teoria dos números, ressaltando-se 
inicialmente a teoria básica do máximo divisor comum e o teorema 
fundamental da aritmética. Discutimos também o método da descida 
de P. de Fermat como ferramenta para provar a inexistência de solu- 
ções inteiras para certas equações diofantinas, e resolvemos também 


a famosa equação de J. Pell. Em seguida, preparamos o terreno para. 


a discussão do famoso teorema de Euler sobre congruências, constru- 
indo a igualmente famosa função de Euler com o auxílio da teoria mais 
geral de funções aritméticas multiplicativas. A partir daí, o livro apre- 
senta formalmente o conceito de congruência de números em relação a 
um certo módulo, discutindo extensivamente os resultados usualmente 
constantes dos cursos introdutórios sobre o assunto, incluindo raízes 
primitivas, resíduos quadráticos e o teorema de Fermat de caracteriza- 
ção dos inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados. 
O grande diferencial aqui, do nosso ponto de vista, é o calibre dos 
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exemplos discutidos e dos problemas propostos ao longo do texto, boa 
parte dos quais oriundos de variadas competições ao redor do mundo. 

Finalmente, números complexos e polinômios são os objetos de 
estudo do sexto e último volume da coleção. Para além da teoria 
correspondente usualmente estudada no secundário — como a noção 
de grau, o algoritmo da divisão e o conceito de raízes de polinômios 
—, vários são os tópicos não padrão abordados aqui. Dentre outros, 
destacamos inicialmente a utilização de números complexos e polinô- 
mios como ferramentas de contagem e a apresentação quase completa 
de uma das mais simples demonstrações do teorema fundamental da 
álgebra. A seguir, estudamos o famoso teorema de I. Newton sobre 
polinômios simétricos e as igualmente famosas desigualdades de New- 
ton, as quais estendem a desigualdade entre as médias aritmética e 
geométrica. O próximo tema concerne os aspectos básicos da teoria 
de interpolação de polinômios, quando dispensamos especial atenção 
aos polinômios interpoladores de J. L. Lagrange. Estes, por sua vez, 
são utilizados para resolver sistemas lineares de Vandermonde sem o 
recurso à álgebra linear, os quais, a seu turno, possibilitam o estudo 
de uma classe particular de sequências recorrentes lineares. O livro 
termina com o estudo das propriedades de fatoração de polinômios 
com coeficientes inteiros, racionais ou pertencentes ao conjunto das 
classes de congruência relativas a algum módulo primo, seguido do 
estudo do conceito de número algébrico. Há, aqui, dois pontos cul- 
minantes: por um lado, uma prova mais simples do fechamento do 
conjunto dos números algébricos em relação às operações aritméticas 
básicas; por outro, o emprego de polinômios ciclotômicos para provar 
um caso particular do teorema de Dirichlet sobre primos em progres- 
soes aritméticas. | 

Várias pessoas contribuíram ao longo dos anos, direta ou indire- 
tamente, para que um punhado de anotações em cadernos pudesse 
transformar-se nesta coleção de livros. Os ex-professores do Departa- 
mento de Matemática da Universidade Federal do Ceará, Marcondes 
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Cavalcante França, João Marques Pereira, Guilherme Lincoln Aguiar 
Ellery e Raimundo Thompson Gonçalves, ao criarem a Olimpíada Cea- 
rense de Matemática na década de 1980, motivaram centenas de jovens 
cearenses, dentre os quais eu me encontrava, a estudarem mais Ma- 
temática. Meu ex-professor do Colégio Militar de Fortaleza, Antônio 
Valdenísio Bezerra, ao convidar-me, inicialmente para assistir a suas 
aulas de treinamento para a Olimpíada Cearense de Matemática e pos- 
teriormente para dar aulas consigo, iniciou-me no maravilhoso mundo 
das competições de Matemática e influenciou definitivamente minha 
escolha profissional. Os comentários de muitos de vários de ex-alunos 
contribuíram muito para o formato final de boa parte do material 
aqui colecionado; nesse sentido, agradeço especialmente a João Luiz 
de Alencar Araripe Falcão, Roney Rodger Sales de Castro, Marcelo 
Mendes de Oliveira, Marcondes Cavalcante França Jr., Marcelo Cruz 
de Souza, Eduardo Cabral Balreira, Breno de Alencar Araripe Falcão, 
Fabrício Siqueira Benevides, Rui Facundo Vigelis, Daniel Pinheiro So- 
breira, Antônia Taline de Souza Mendonça, Carlos Augusto David Ri- 
beiro, Samuel Barbosa Feitosa, Davi Máximo Alexandrino Nogueira 
e Yuri Gomes Lima. Vários de meus colegas professores teceram co- 
mentários pertinentes, os quais foram incorporados ao texto de uma 
ou outra maneira; agradeço, em especial, a Fláudio José Gonçalves, 
Francisco José da Silva Jr., Onofre Campos da Silva Farias, Emanuel 
Augusto de Souza Carneiro, Marcelo Mendes de Oliveira, Samuel Bar- 
bosa Feitosa e Francisco Bruno de Lima Holanda. Os professores João 
Lucas Barbosa e Hélio Barros deram-me a conclusão de parte destas 
notas como alvo a perseguir ao me convidarem a participar do Pro- 
jeto Amílcar Cabral de treinamento dos professores de Matemática da 
República do Cabo Verde. Meus colegas do Departamento de Mate- 
mática da Universidade Federal do Ceará, Abdênago Alves de Barros, 
José Othon Dantas Lopes, José Robério Rogério e Fernanda Esther 
Camillo Camargo, bem como meu orientando de iniciação científica 
Itamar Sales de Oliveira Filho, leram partes do texto final e oferece- 
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ram várias sugestões. Os pareceristas indicados pela SBM opinaram 
decisivamente para que os livros certamente resultassem melhores que 
a versão inicial por mim submetida. O presidente da SBM, professor 
Hilário Alencar da Silva, o antigo editor-chefe da SBM, professor Ro- 
berto Imbuzeiro de Oliveira, bem como o novo editor-chefe, professor 
Abramo Hefez, foram sempre extremamente solícitos e atenciosos co- 
migo ao longo de todo o processo de edição. Por fim, quaisquer erros 
ou incongruências que ainda se façam presentes, ou omissões na lista 
acima, são de minha inteira responsabilidade. 

Por fim e principalmente, gostaria de agradecer a meus pais, Anto- 
nio Caminha Muniz Filho e Rosemary Carvalho Caminha Muniz, e à 
minha esposa Mônica Valesca Mota Caminha Muniz. Meus pais me fi- 
zeram compreender a importância do conhecimento desde a mais tenra 
idade, sem nunca terem medido esforços para que eu e meus irmãos 
desfrutássemos o melhor ensino disponível; minha esposa brindou-me 
com a harmonia e o incentivo necessários à manutenção de meu ânimo 
e humor, em longos meses de trabalho solitário nas madrugadas. Esta 
coleção de livros também é dedicada a eles. 


FORTALEZA, JANEIRO de 2012 
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Prefácio à 22 edição 


Para a segunda edição fiz uma extensa revisão do texto e dos pro- 
blemas propostos, corrigindo várias imprecisões de língua portuguesa : 
e de Matemática. Adicionei também alguns problemas novos, no in- 
tuito de melhor exercitar certos pontos da teoria, os quais não se en- 
contravam adequadamente contemplados pelos problemas propostos 
à primeira edição. Nesta segunda edição as sugestões e soluções aos 
problemas propostos foram colecionadas em um capítulo separado (o 
capítulo 7, para este volume); adicionalmente, apresentei sugestões ou 
soluções a todos os problemas com algum grau de dificuldade. 

Por fim, gostaria de aproveitar o ensejo para agradecer à comu- 
nidade matemática brasileira, em geral, e a todos os leitores que me 
enviaram sugestões ou correções, em particular, o excelente acolhi- 
mento desfrutado pela primeira edição desta obra. 


FORTALEZA, OUTUBRO de 2013 
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CAPÍTULO 1 


O Conceito de Função 


De posse do ferramental algébrico desenvolvido no volume 1, co- 
meçamos, neste capítulo, o desenvolvimento das propriedades elemen- 
tares de funções. Como naquele volume, assumiremos do leitor uma 
relativa familiaridade com conjuntos e operações elementares com os 
mesmos. 

Após apresentar os conceitos mais básicos sobre funções, como as 
noções de domínio, contradomínio e imagem, alguns exemplos relevan- 
tes são introduzidos. Em seguida, introduzimos as noções de monoto- 
nicidade e valores extremos, discutindo vários exemplos que, apesar de 
elementares, se revelarão bastante úteis. O capítulo continua com o 
estudo das operações de composição e inversão de funções, e culmina 
com a orquestração de todo o material discutido no estudo de funções 
definidas implicitamente por relações algébricas, as quais podem ser 
vistas como análogos discretos de equações diferenciais ordinárias. 
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1.1 Definições e exemplos 


Sejam dados conjuntos não vazios X e Y. Informalmente, uma 
função f de X em Y é uma regra que associa a cada x E X um único 
y € Y. Por vezes podemos visualizar uma função f : X > Y de 
uma maneira mais concreta por meio de diagramas como o da figura 
1.1, onde cada seta indica que elemento y € Y está associado a cada 
LEX. | 


X Y 
f 


pema 


Figura 1.1: exemplo de função f de X em Y. 


Escrevemos f: X —Y para denotar que f é uma função de X em 
Y. Nesse caso, o elemento y € Y associado a x E€ X por f é denotado 
por y = f(x), sendo denominado a imagem de x € X pela função 
f. No exemplo da figura 1.1, temos X = {1,2,3}, Y = {a,b,c,d} e 
f) =a, f(2) =a, f(3) =c. Assim, a é a imagem de 1 e de 2 por f, 
e c é a imagem de 3 por f. | 

Como atestado pelo exemplo acima, a definição de função permite 
que, no diagrama correspondente, um ou mais elementos de Y não 
recebam setas ou, ainda, que um ou mais elementos de Y recebam mais 
de uma seta (observe que ambas essas possibilidades estão presentes 
na figura 1.1). Note, contudo, que os diagramas das figuras 1.2 e 1.3 
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não correspondem a funções. 


X Y 


Figura 1.2: X tem elementos dos quais não parte seta alguma. 


A situação da figura 1.2 é proibida porque não há nenhuma seta . 
partindo do elemento 1 € X. A situação da figura 1.3 é proibida 
porque do elemento 1 € X parte mais de uma seta. 

As três definições a seguir explicitam alguns tipos extremamente 
úteis de funções. 


Definição 1.1. Dados conjuntos não vazios X e Y e fixado um ele- 
mento c € Y, a função constante c de X em Y é a função f : X > Y 
tal que f(x) = c para todo x € X. 


No caso extremo da função constante e igual a c, definida acima, 
todo x € X está associado a um mesmo y € Y, qual seja, y = c. Con- 
tudo, as condições impostas na “definição” de função são plenamente 
satisfeitas, i.e., todo x E X está associado a um único y € X. 


Definição 1.2. Dado um conjunto não vazio X, a função identidade 
de X, denotada por Idx : X > X, é a função dada por Idx(x) = x, 
para todo x € X. 
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= 
p 


Figura 1.3: X tem elementos dos quais parte mais de uma seta. 


Assim como no exemplo anterior, é imediato que as condições exi- 
gidas pela “definição” de função estão satisfeitas, de sorte que Idx é 
realmente uma função. 

Para o que segue, fixado arbitrariamente n € N, denotamos por 1, 
o conjunto dos n primeiros números naturais, i.e., In = {1,2,..., n}. 
Por exemplo, 1 = {1}, 1 = {1,2}, I3 = {1,2,3} e assim por diante. 


Definição 1.3. Uma sequência (infinita) de números reais é uma 
função f : N — R. Uma sequência (finita) de números reais é uma 
função f : In > R, para algum n € N. 


Dada uma sequência f : N > R (resp. f : In —> R) é costume 
denotar, para k > 1 inteiro, ap = f(k). Desta forma, obtemos a 
notação usual para sequências, qual seja, 


@i = f1), az = f(2), a3 = f(3), ET 


Como no capítulo 4 do volume 1, denotamos a sequência em questão 
simplesmente por (ax)k>1 (resp. (ak)i<k<n). 

De um ponto de vista matematicamente mais rigoroso, uma função 
é um caso particular de uma relação entre dois conjuntos, de acordo 


com a seguinte 
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Definição 1.4. Dados conjuntos não vazios X e Y, uma relação de X 
em Y (ou entre X e Y, nessa ordem) é um subconjunto R do produto 
cartesiano X x Y, i.e., R é um conjunto de pares ordenados do tipo 
(x,y), com xe X eyeY. Se Ré uma relação de X em X, diremos 
simplesmente que R é uma relação em X. 


Exemplo 1.5. Se X = {1,2,3} e Y = {2,3,4,5}, o conjunto 
R= {(z,y) EX xY; x> y} 


é a relação de X em Y dada por R = {(2,2), (3,2), (3,3)}; de fato, 
esses são os únicos pares ordenados (x,y), com x € {1,2,3}, y € 
{2,3,4,5} e tais que z > y. 


O exemplo acima é um caso particular de um procedimento ób- 
vio a que podemos recorrer para construirmos relações específicas R 
entre conjuntos não vazios X e Y: basta especificarmos, de alguma 
maneira, um subconjunto do produto cartesiano X xY. Aqueles pares 
ordenados de X x Y que satisfizerem a especificação prescrita serão 
os elementos de R. Sendo (x,y) um tal par, diremos que z e y são 
relacionados por R. 

Se R é uma relação de X em Y, então R C X x Y por definição. 
Reciprocamente, escolhido um par ordenado (x,y) E€ X x Y, pode 
ocorrer que (x,y) E Rou (x,y) É R (i.e., que x e y sejam relacionados 
por R, ou não). No primeiro caso, escrevemos x Ry; no segundo, 
x Ry. Em símbolos, 


x Ry & (x,y) er. (1.1) 


Assim é que, para a relação do exemplo acima, temos 3 R2 mas 2 K3, 
uma vez que 2 > 3 é falso. 

Dentre todos os tipos de relação que podemos considerar entre dois 
conjuntos não vazios, o principal é aquele dado pela seguinte 
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Definição 1.6. Dados conjuntos não vazios X e Y, uma relação f de 
X em Y é uma função se a seguinte condição for satisfeita: 


Vz e X, 3 um único y € Y; zfy. 


Como antes, escrevemos f : X — Y para denotar que f é uma 
função de X em Y e f(x) = y para denotar que o par (x,y) E X xY 
é relacionado por f, i.e., satisfaz xfy. Observe que tal notação faz 
sentido, uma vez que a definição de função garante que se (x, yı) e 
(x,y2) são pares ordenados em X x Y tais que xfy e £zfyz, então 
Yı = Y2. Por outro lado, é imediato verificar que a definição formal 
acima coincide com a definição informal dada no início desta seção. 

O mais das vezes, trabalharemos com funções f : X > Y tais que 
X,Y CR. Em tais casos, geralmente indicaremos quem é o elemento 
f(x) € Y associado a um elemento genérico x € X por meio de uma 
fórmula em x que explicite uma regra que a função deva satisfazer. 
Por exemplo, podemos dizer: considere a função f:R > R dada por 
f(x) = «2. Isto quer dizer que a função associa, a cada x € R, seu 
quadrado x°. Veja que os requisitos definidores de uma função estão 
satisfeitos, uma vez que, a cada x € R, temos associado um único 
outro real f(x), qual seja, x°. Assim é que, ainda em relação a esse 
exemplo, temos f(v2) = (V2)2=2, f(3) = 3? = 9, etc. 

Quando X,Y C Re f: X — Y é uma função tal que o elemento 
f(x) € Y associado a z € X é dado por uma fórmula em x, denotamos 
por vezes tal correspondência escrevendo 


f:X — Y 
Ts fa 
Assim, a função do parágrafo anterior, que associa a cada z € R seu 
quadrado x”, poderia ser denotada da seguinte maneira: 


f:R — R 
rt — r? 


Vejamos mais um exemplo. 
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Exemplo 1.7. Considere a função f : Q > R dada por 


fo) =| Vr? +1, sexz <0 | 


zx+1, sex >0 


Certamente que temos uma função, pois as expressões que definem 
f(x) têm sentido em R e, apesar de devermos aplicar fórmulas dife- 
rentes, conforme o racional x satisfaça x < 0 ou x > 0, cada racional 
x tem uma única imagem f(x) bem definida, posto que os casos x < 0 
e x > 0 cobrem todos os racionais. Assim, por exemplo, f(—1) = 
V(-1)2 + 1 = 2 (uma vez que —1 < 0), mas f(2) = 2+1 = 3 (uma 
vez que 2 > 0). 
Observe que poderíamos ter definido f(x) escrevendo 


ft) =| Vz? +1, sex <o0 | 


z+1, sex >0 


Nesse caso, as condições x < 0 e x > 0 cobrem todos os racionais 
mas não são mais disjuntas: x = 0 satisfaz ambas; no entanto, as 
fórmulas que devemos aplicar a um caso ou outro dão um mesmo 
resultado quando x = 0 (uma vez que V02+1 = 0 + 1), afastando 
assim qualquer possibilidade de inconsistência. 


Dizemos por vezes que uma função f como a do exemplo acima 
está definida por partes, em alusão ao fato de que há uma fórmula 
para calcular f(x) quando x € (—o0,0]| e outra quando x € (0, +oo) 
(ou x € [0, +00), conforme se queira). 

Ao lidarmos com uma função f : X — Y, é frequentemente útil de- 
nominarmos os conjuntos X e Y, respectivamente, de domínio e con- 
tradomínio da função; nesse contexto, denotaremos X = Dom (f). 
Assim é que, para a função f do exemplo 1.7, o domínio e o contra- 
domínio são, respectivamente, Q e R. 

O mais das vezes vamos trabalhar com funções f : X — R tais que 
X CR. Em tais casos, diremos que f é uma função real (em alusão 
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ao fato de que f assume valores reais — i.e., de que seu contradomínio 
é R) de uma variável real (em alusão ao fato de que um elemento 
genérico x do domínio X de f — a variável da função — é um número 
real). 


Ainda em tais casos, quando os valores f(x) forem dados por uma 
1 

a(x—1)' 

trário, convencionamos tomar X como sendo igual ao maior domínio 


fórmula, como por exemplo f(x) = salvo menção em con- 


possível. De outro modo, tomamos X como igual ao maior subcon- 
junto de R no qual as operações matemáticas que definem a expressão 
f(x) têm sentido. Diremos, então, que X é o domínio maximal de 
definição, ou simplesmente o domínio maximal de f. 


Exemplo 1.8. A título de ilustração, encontremos o domínio maximal 
X CR da função f : X >R dada por f(x) = NEET. Temos 


X 


1 
(cer ese 


= {x €R; z(z-— 1) > 0}. 


Como, para um produto ser positivo, ambos os fatores devem ter um 
mesmo sinal, devemos ter x > 0ex—1 > 0, ou então x < Q0ex—1 <0, 
i.e., £x > 1 ou então x < 0. Portanto, | 


X = (-o0,0)U(1,+00). 


No contexto de funções reais de variável real, temos maneiras pa- 
drão de construir novas funções a partir de outras já conhecidas, utili- 
zando as operações aritméticas do contradomínio R das mesmas. Mais 
precisamente, dados um conjunto não vazio X C R, um número real c 
e funções reais de uma variável real f, g : X — R (de mesmo domínio!), 
definimos as funções 


f+g, fgec f: X >R 
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(F+gaz) = Ha)+g(a), 

(Pega) = f(z): g(x), 

(c- fz) = c- f(z), 


para todo x € X. 
Algumas observações são pertinentes. Em primeiro lugar, veja que 
os sinais de adição na igualdade 


(+ g)(x) = Hx) + g(x) 


têm significados distintos: no primeiro membro temos a definição da 
função f +g, ao passo que, no segundo membro, f(x)-+g(x) representa 
a adição usual dos números reais f(x) e g(x). Uma observação análoga 
é válida para os sinais de multiplicação utilizados nas definições das 
funções f -g ec- f. Em segundo lugar, assim como com números reais, 
omitiremos em geral o sinal de multiplicação, escrevendo fg e cf em. 
vez de f -g e c- f, mas isto não deve causar confusão. 

É evidente que f +g, fg e cf são realmente funções de X em R. 
As funções f +g e fg são denominadas, respectivamente, a soma e o 
produto das funções f e g. Por outro lado, o produto cf do número 
real c pela função f pode ser visto como caso particular do produto de 
duas funções: tomando g como a função constante e igual a c, temos 
fg = cf; ainda para tal g, denotaremos f + g simplesmente por f +c, 
i.e., 


(f +o)(£) = f£) +c, 


para todo x € X. 


Exemplo 1.9. Sendo f e g as funções de R em R dadas por f(x) = 
= € g(x) = —x + 3, temos | 


+) = fe) +a) = 
E g+ (2° +1)(-s +3) xt +3z* +3 


q2 +41 q2+1 


+(-2 +3) 


) 
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—y2 + 3x 


am Des 
ERES) x? +1 


(fo)e) = Fæ) = 5 


ET ER, (e PR PQ a E 


241 +l 


Deixamos ao leitor a verificação de que as operações de adição 


e multiplicação para funções acima definidas satisfazem propriedades 
análogas àquelas das operações correspondentes com números reais. 
Mais precisamente, para f,g,h: X >Rea,b,ce R, temos: 


e Comutatividade: f +9 =g+ f; fg=gf. 
e Associatividade: f + (g +h) =(f+g9)+h; f(gh) = (fg)h. 
o Distributividade: f(g + h) = fg + fh. 


Por fim, note que a associatividade da adição e da multiplicação 
de funções permite definir, de modo inteiramente análogo, a soma ou 
o produto de um número finito qualquer de funções de X em R. Su- 
gerimos ao leitor consultar o problema 4 para uma extensão adicional 
da discussão acima. 

Voltemos ao estudo do contradomínio de uma função f: X > Y. 
É importante notar que o contradomínio Y em geral não coincide com 
o conjunto formado pelas imagens dos elementos de X. Ilustremos essa 
diferença utilizando novamente a função f do exemplo 1.7. Já observa- 
mos que o contradomínio da mesma é o conjunto R dos números reais. 
Por outro lado, o conjunto formado pelas imagens f(x) dos elementos 
do domínio Q de f certamente não contém números reais menores que 
1. De fato, para um racional x qualquer, temos z? +1 > 1 e, daí, 


flo)=v2+1>vV1=1; 


por outro lado, para um racional x > 0, temos f(x) =x +1>1, de 
maneira que 


(f(x); x E QI Cc [1,+00). 
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Note, por fim, que o intervalo |1, +00) é um subconjunto próprio do 
contradomínio R de f. | 

Mais geralmente, dada uma função f : X — Y, o conjunto ima- 
gem, ou simplesmente a imagem da função f é o conjunto Im (F), 
cujos elementos são as imagens f(x) € Y dos elementos x € X: 


Im(D=tf(n)eY; xe Xh 


Em particular, temos sempre Im (f) C Y, e a discussão acima mostra 
que pode ocorrer Im(f) £Y. 

No exemplo discutido acima, mostramos que a imagem da função 
era um subconjunto próprio do contradomínio da mesma. No entanto, 
não chegamos a explicitar precisamente tal conjunto-imagem. Em si- 
tuações específicas essa tarefa pode ser consideravelmente difícil, como 
atesta o seguinte 


Exemplo 1.10. Explicitemos a imagem da função f : Q) 140) > Q. 
dada por f(r) = t, se o racional r estiver escrito da forma r = %, onde 
aeZ,beNe mdc(a,b) = 1 (para maiores detalhes sobre o mde de 
dois inteiros, veja a introdução ao capítulo 1 do volume 1 ou a seção 
1.2 do volume 5). 

Certamente a função f está definida de maneira não ambígua, uma 
vez que todo racional não nulo admite uma representação única como 
quociente de dois inteiros primos entre si, sendo o denominador natu- 
$ = - e, daí, f (—5) = 3 Por outro lado, como 
b € N, vemos imediatamente que 


1 1 1 1 


Ademais, é imediato que todos os números do último conjunto acima 
pertencem à imagem de f, já que f (+) = para todo b € N. Portanto, 


1 1 1 
m=i pph 


ral. Por exemplo, — 
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Infelizmente não existe um algoritmo! que nos permita encontrar 
explicitamente a imagem de uma função qualquer dada. No entanto, 
ao longo dos capítulos subsequentes resolveremos o problema de en- 
contrar o conjunto-imagem para vários tipos importantes de funções. 

Terminemos esta seção discutindo a igualdade de duas funções. 
Em relação à função f do exemplo 1.7, não faz sentido considerarmos 
f(v'2), uma vez que v2 ¢ Q e f tem domínio Q. O que poderíamos 
fazer seria considerar, em vez de f, a função g : R > R dada por 


Vz? +1, sex <0 
g(x) = . 


xz+1, sex>0 


Apesar das fórmulas que definem f(x) e g(x) serem as mesmas, para f 

elas só podem ser aplicadas a x € Q, ao passo que para g elas podem 

ser aplicadas a todo x real; assim, não faz sentido pensarmos em f e 

g como funções iguais, apenas denotadas de duas maneiras distintas. 
Mais geralmente, temos a seguinte 


Definição 1.11. Duas funções f : X SYeg:W> Z são iguais 
seX=W,Y=Ze f(x) = g(x), para todo x € X. 


Se duas funções f : X —> Y eg: W > Z forem iguais, escrevemos 
f = g. Frisamos que, de acordo com a definição acima, tal notação 
encerra mais significado que escrevermos f(x) = g(x): ela significa 
a igualdade dos domínios, X = W, e dos contradomínios, Y = Z, 
assim como a validade da igualdade f(x) = g(x), para todo x € X. 
Se funções f e g como acima não forem iguais, escreveremos f Æg e 
diremos que f e g são funções diferentes ou distintas. 


lUm algoritmo é uma sequência finita e bem determinada de procedimentos 
executáveis que, rigorosamente seguidos, fornecem a solução de um certo problema. 
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Problemas — Seção 1.1 


1. Considere a função f : R > R definida por f(x) = r? —2r°+5x. 
Prove que f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x Æ 0. 


2. A função f : R > R é tal que f (1) = 2, f(V2)=4e f(x +y) = 
f(x) f(y), para todos x,y € R. Calcule o valor de f(3 + v2). 


3. Seja f:R — R uma função tal que f(x + y) = f(x)f(y) para 
todos x,y reais. Se (ap)ķ>ı é uma PA de razão r e f(ay) Æ 0, 
prove que a sequência (f(ay)):>1 é uma PG de razão f(r). 


4. * Dadas funções reais de variável real fg: X — R, estenda a 
discussão do texto, apresentando definições apropriadas para a 
diferença f — g e o quociente t das funções f eg. 

5. * A parte inteira de um real x é definida como o maior in- 
teiro menor ou igual a x. Explicite a imagem da função parte 
inteira 

biz R == R 


prahi (Ha 


que associa a cada x € R sua parte inteira |æ]. 


6. * A parte fracionária de um real z é definida por {£} = z- |z], 
onde |x] denota a parte inteira de x (veja o problema anterior). 
Explicite a imagem da função parte fracionária 


: R — R 
= | (1.3) 
que associa a cada x € R sua parte inteira (x). 


7. (Torneio das Cidades.) Prove que o n—ésimo natural que não é 
quadrado perfeito é igual a |n + yn + 5]. 
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8. * Seja f : Q — Q uma função tal que f(x + y) = f(x) + f(y) 
para todos x,y E€ Q. Prove os seguintes itens: 


(a) f(0)=0e f(-x) = — f(x) para todo x € Q. 
( 


b) f(x — y) = f(x) — f(y) para todos x,y € Q. 
f(kx) = kf(x) para todo x € Q e todo k E Z. 
(d) f (1) = AU para todo n € Z \ {0}. 


) f 
) 
(c) 
) 
(e) f (2) = mpa ) para todos m,n € Z, n £ 0. 


9. Seja f : R > R uma função tal que f(x +y) = f(x)+ f(y), para 
todos x,y € R. Se (ax)k>1 é uma PA de razão r, prove que a 
sequência (f(ap))k>ı é uma PA de razão f(r). 


10. (IMO.) Sejam f, g : R — R funções tais que, para todos x,y € R, 
tenhamos | 


Ha + y) + f(x — y) = 2F(x)g(y). 


Se f não é identicamente nula e |f(x)| < 1 para todo <z € R, 
prove que |g(x)| < 1, para todo zx E R. 


1.2 Monotonicidade, extremos e imagem 


Comecemos esta seção concentrando-nos no problema de encontrar 
a imagem de uma função dada. Para tanto, recorde que a imagem de 
uma função f : X — Y é o conjunto 


m(f)={f(2) €Y; ze X) 


Se a função f é real de uma variável real, i.e., se f : X — R, com 
X CR, uma maneira particularmente útil de declararmos sua imagem 
é escrevermos 


Im (f) = {y € Y; y = f(x) para algum z € X}. 
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Desta forma, se os valores f(x) forem dados por uma expressão que 
dependa de z € X , poderemos encarar o problema de encontrar a 
imagem de f como aquele de encontrar os y € R para os quais a 
equação f(x) = y tenha pelo menos uma solução x € X. Vejamos 
alguns exemplos. 


Exemplo 1.12. Uma função afim é uma função f : R — R tal que 
f(x) = ax + b para todo x real, onde a e b são números reais dados, 
com a Æ O. Uma função linear é uma função afim f como acima, tal 
que b = 0. | 

De acordo com a discussão acima, a imagem de uma função afim 
f como acima pode ser encontrada procurando o conjunto dos y € R 
tais que a equação ax +b = y tenha alguma solução x € R. Mas, 
como tal equação sempre admite a solução x = 1. cont enos que 
todo y € R pertence à imagem de f, de sorte que Im (f) = 


Exemplo 1.13. A função de proporcionalidade inversa é a fun- | 
ção f: R \ {0} > R {0} dada por f(x) = =, para todo z € R \ {0}. 

Para encontrar sua imagem, é suficiente encontrar os y € R para 
os quais exista x Æ 0 real (i.e., x pertencente ao domínio de f), tal que 
f(x) = y, i.e., tal que E = y. Se y = 0, tal equação claramente não 
admite solução; por outro lado, se y Æ 0, a mesma equação admite a 
solução x = 4, de sorte que Im (f) = R \ {0}. 


A continuação, precisamos da definição a seguir. 


Definição 1.14. Uma função quadrática ou de segundo grau é 
uma função f : R — R tal que f(x) = ax? + bx + c, para todo x real, 
onde a, b e c são números reais dados, com a Æ 0. O discriminante A 
da função f é o discriminante do trinômio de segundo grau ar’ +br+c, 
i.e., A = b? — 4ac. | 


O problema da determinação da imagem de uma função quadrática 
é suficientemente importante para ser colecionado na seguinte 
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Proposição 1.15. Em relação à função quadrática f(x) = ax?+ba-e, 
temos que: 


(a) Sea > 0, então Im (f) = [-2, +00). 


(b) Sea < 0, então Im(f) = (—00,-&|. 


Ademais, em qualquer um dos casos acima, temos 


Prova. Seguindo a ideia geral esboçada anteriormente, basta encon- 
trar os y € R para os quais a equação ax” + br +c = y, i.e., a equação 
de segundo grau az? + bz + (c — y) = 0, tenha solução. Também, 
assim como antes, uma condição necessária e suficiente para a exis- 
tência de raízes? é que o discriminante dessa última equação seja não 
negativo, i.e., que b? — 4a(c — y) > 0. Mas, como b° — 4ac = A, os y 
que procuramos são exatamente as soluções da inequação de primeiro 
grau | 
A + 4ay > 0. 


Consideramos agora os casos a > 0 e a < 0 separadamente. Se 
a > 0, então 


A 
4ay + A > 0 8 y> -—, 
4a 


e segue daí 


A 
Im (f) = fy E€ R; y 2 | = -E +o) ; 


se a < 0, então 


| A 
4ay+t A >08 y<-—, 
4a 

2 Aqui e em vários outros pontos do texto assumimos que o leitor possua certa 
familiaridade com a noção de raiz quadrada, sem nos preocuparmos em estabelecer 


sua existência rigorosamente. A esse respeito, veja, por exemplo, o capítulo 3 de 
[34]. 


Antonio Caminha M. Neto 17 


de maneira que 


La fyer y < = = (00, | 


Para o que falta, veja que, para y € Im (f), as soluções da equação 
ax? +br+c=y(tarl+br+(c—-y)=0) são 


a —b + yb? — 4a(c— y) bt yA + 4ay 


2a 2a 
Portanto, a equação f(x) = y admite uma solução única se, e só se, 


(1.4) 


A + 4ay = 0, ou, o que é o mesmo, se, e só se, y = -2; sendo esse o 
. = b | 
caso, temos, a partir de (1.4), que x = — +. E 


Para o que segue, convencionamos dizer que a função quadrática 
f(x) = ax? + bz + c tem sinal constante quando f(x) > O para todo 
x E€ R ou f(x) < 0 para todo z € R. 

Corolário 1.16. A função quadrática f(x) = ax? + bx + c tem sinal - 
constante se, e só se, A < 0. Neste caso, temos af(x) > 0, para todo 
x E€ R. De outro modo: 


(a) Se A < 0 ea > 0, então f(x) > 0 para todo x ER. 
(b) Se A < 0 ea < 0, então f(x) <0 para todo x € R. 


Prova. Analisemos o caso a > 0, sendo o outro caso análogo. Se 
A < 0, temos da proposição anterior que 


A 


Reciprocamente, suponha que a > 0 e f tem sinal constante. Segue 
novamente da proposição anterior que a imagem de f contém números 
positivos, e a constância de sinal de f garante que deve ser f(x) > 0, 
para todo x € R. Em particular, devemos ter 


Logo, A <0. E 
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Observação 1.17. Uma pequena modificação do argumento apresen- 
tado no corolário acima permite concluir que 


i. SeA<0ea>o0, então f(x) >0 para todo x E R. 


ii. Se A<0ea<0, então f(x) <0 para todo x ER. 


O corolário acima pode ser utilizado para dar uma prova mais di- 
reta da desigualdade de Cauchy (teorema 7.14 do volume 1), conforme 
ensina o seguinte 


Exemplo 1.18. Dados n > 1 inteiro e números reais q1,42,...,Gn 
não todos nulos e b,,b5,...,b, também não todos nulos, considere a 


função quadrática 


f(x) = (ax -by + (ax — b2)? +--+ (anã — bn)? 
= Ar? —2Bzr +C, 


onde 4 = a? + a2 +- +a, B=aby+abo+---+anba, C = 
b? +b +- b2. 

Uma vez que f(x) é uma soma de quadrados, devemos ter f(x) > 0 
para todo x € R. Por outro lado, como A > 0, o corolário 1.16 
garante que A = 4( B? — AC) < 0. Portanto, B? < AC, ou, o que é 
o mesmo, |B| < VAVC. Substituindo os valores de 4, B e C em tal 
desigualdade, obtemos a desigualdade de Cauchy. 

De acordo com a dedução acima, a igualdade na desigualdade de 
Cauchy equivale à igualdade A = 0 para a função, que por sua vez 
equivale à existência de um único a € R tal que f(a) = 0. Mas, como 
f(a) é uma soma de quadrados, temos f(œ) = O se, e só se, cada um 
de tais quadrados for zero, i.e., se, e só se, 


aia — bi = aQ — ba = - -- = anQ — bn = 0. 


Por fim, como ao menos um dos b; é não nulo, temos a +Æ O e, escre- 
vendo À = L, obtemos 


a = Abı, as = Abs, EEN An = Ab, 
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como condição necessária e suficiente para a igualdade. 


A fim de prosseguirmos nosso estudo de funções, precisamos agora 
da seguinte 


Definição 1.19. Seja 1 C R um intervalo. Uma função f : I — R é 
dita: 


(a) crescente se, para todos zı < £2 em I, tivermos f(x1) < f(x5). 


(b) decrescente se, para todos x, < z} em I, tivermos f(x,) > 


f(xo). 


(c) não decrescente se, para todos x, < £2 em I, tivermos f(x1) < 


f(xo). 


(d) não crescente se, para todos 74 < £2 em J, tivermos f(x1) > 


f(xo). 


Ademais, em um qualquer dos casos acima, dizemos que a função f é 
monótona em 7º. 


A respeito da definição acima, um problema interessante é o de 
encontrar os intervalos de monotonicidade de uma função, i.e., dada 
uma função f : I —> R, onde I C R é um intervalo, pede-se investigar 
em que intervalos f é crescente (resp. decrescente). Vejamos alguns 
exemplos elementares, postergando uma análise mais geral para a se- 
ção 6.3. 


Exemplo 1.20. A função afim f : R —> R, dada para x € R por 
f(x) = ax + b é crescente se a > 0 e decrescente se a < 0. 


“Nas notações desta definição, vale observar que, para alguns autores, uma 


função f satisfazendo a condição do item (a) (resp. (b), (c), (d)) é dita estritamente 
crescentes (resp. estritamente decrescentes, crescentes, decrescentes). 
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Verifiquemos tal afirmação quando a > 0, sendo a análise do caso 
a < 0 totalmente análoga. Sendo x, < z2 números reais quaisquer, 
segue de a > O que 


f(xo) — f(x) = 


e f é crescente. 
Exemplo 1.21. A função f : [0,4+00) > R dada por f(x) = = 
é crescente em R. Para verificar tal afirmação, tome números reais 


O<a<b. Então 


Hb) — Ha) =. E 


(ax + b) — (azı +b)=a(xy— x1) > 0, 


2 


b? (a + 2) — a? (b + 2), 


(a + 2)(b + 2) 
e, uma vez que (a + 2)(b + 2) > 0, basta mostrarmos que b° (a + 2) — 
a2(b + 2) > 0. Para tanto, veja que 
b(a +2)— a? (b+2) = ba-ab+2(b — a?) 
= ab(b — a) + 2(b — a)(b + a) 
= (b-a)lab+2(b+a)!: 
como 0 < a < b, segue que ambos os fatores do último produto acima 
são positivos e, daí, b(a + 2) — a(b + 2) > 0. 
Exemplo 1.22. A função f : R > R dada por f(x) = z? + 2x é 
crescente. De fato, para números reais quaisquer a < b, temos 
f(b) — fla) = b -— a’ + 2b -— 2a 
e (b — a) (b? + ba + a°) + 2(b — a) 
= (b-a) (b? +ab+a? +2). 
Como b— a > 0, basta mostrarmos que a? + ab + b° + 2 > 0; uma 


possibilidade é usar a desigualdade entre as médias para dois numeros: 


a° +b +ab+2 > 2|ab| + ab + 2 > |ab| +2 > 0, 
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onde na penúltima passagem utilizamos o fato de que |a| + a > 0, 
para todo a € R. 


A proposição a seguir resolve, para funções quadráticas, o problema 
da determinação dos intervalos de monotonicidade. 


Proposição 1.23. Sejam a,b,c € R, com a Æ 0, e f(x) = az? +br +c. 


(a) Se a > 0, então f é decrescente em (—o0, — È] e crescente em 


- +, +00). 
(b) Se a < 0, então f é crescente em (—oo, -2| e decrescente em 
|- >, +00). 
Prova. Façamos a prova do item (a), sendo a prova do item (b) 


análoga. Para £2 > xı > -Ż, temos 


OET ET S E eai 


b 
= a(z — x1) OEE > 0, 
uma vez que £z > %1 > — implica zə — zı > 0e xo +71 +È >0.0 
caso 14 < Tə < -2 é análogo e também será deixado ao leitor. a 


A próxima definição é, de certa maneira, complementar à definição 
1.19. 


Definição 1.24. Sejam I C R um intervalo e f : I > R uma função 
dada. Dizemos que yọ € R é o valor mínimo de f em I se as duas 
condições a seguir forem satisfeitas: 


(a) Im (f) @ 
(b) yo € Im (f). 


Nesse caso, os reais xo € 1 tais que f(xo) = yo são denominados os 
pontos de mínimo da função f. 


[Yo, +00). 
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Analogamente, definimos o que se entende por valor máximo e 


ao triângulo OQR que r?’ +y? = 1 e, daí, 
ponto de máximo de uma função f : I —> R (I C R intervalo). | 


ye lavi- Telas je dyr=q. 


Genericamente, os pontos de máximo (resp. mínimo) de uma função 


são denominados seus pontos extremos; da mesma forma, os valores ; 


Fazendo a substituição z = x“, segue da expressão acima para a área 


que basta maximizar a função de segundo grau f(z) = z — 2º, com 


a condição de que O < z < 1 (uma vez que x < OR = 1). Pela 


proposição 1.25, tal função admite z = 2 como seu único ponto de 


máximo; como > € (0,1), segue que o valor máximo desejado é f (5) = 


L. Portanto, o valor máximo para a área é 2 = w 


que a função assume em tais pontos são seus valores extremos. 
Veremos na seção 6.3 como procurar pontos extremos para uma 
classe importante de funções, ditas deriváveis. Por ora, contentamo- 


nos com alguns exemplos elementares, o primeiro dos quais sendo uma 
consequência imediata da proposição 1.15. ; 


Proposição 1.25. Em relação à função quadrática f(x) = az?+br+c, © 
se a > 0 (resp. a < 0), então —L é o único ponto de mínimo (resp. : Exemplo 1.27. Dado um triângulo ABC no plano, mostre que seu 


| 
máximo) de f. Ademais, o valor mínimo (máximo) de f é -2, baricentro G é ngo ponto P do plano de ABC para o qual a soma 
| AP + BP + CP é a menor possível. 
A proposição acima tem várias aplicações interessantes, duas das 5 
quais colecionadas abaixo à guisa de ilustração. | Prova. Escolha um sistema Cartesiano de coordenadas, em relação 


ao qual tenhamos A(x1,y)1), B(x2,y2) e C(x3,y3). Se P(x,y), então a . 


Exemplo 1.26. Temos um semicírculo de diâmetro AB, centro O e fórmula para a distância entre dois pontos do plano Cartesiano fornece 


raio 1cm (figura 1.4). O retângulo PQRS tem o lado PQ situado | 
sobre o diâmetro do semicírculo e os vértices R e S situados sobre o : AP + BP + CP = f(x) + gly), 
mesmo. Calcule o maior valor possível para sua área. 


s Ro | 3 | 
| PC X (£ -x;y = 3g’? — 2(£1 + £2 + £3)x + (2? + x2 + z?) 


i=1 | 


e, analogamente, g(y) = 3y? — 2(y + y2 + ya)y + (y7 + yo + 43). 

A PO TQ B | Como x e y são variáveis independentes, a fim de minimizarmos 

| | a soma AP + BP” + CP” é suficiente minimizarmos as funções 

Figura 1.4: maximizando a área de PQRS. quadráticas f eg. Para tanto, recorrendo à proposição 1.25 concluímos 
que f e g atingem seus valores mínimos somente nos pontos x = 
$(£x1 +£2+ 73) ey = (yı +y2 +y3), respectivamente, os quais são (cf. 
Solução. Sendo OQ = xz e QR = y, temos que a área de PQRS é equação (6.3) do volume 2) precisamente as coordenadas do baricentro 
igual a 27y. Por outro lado, segue do teorema de Pitágoras aplicado | G do triângulo ABC. E 
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Outra estratégia elementar, por vezes útil, para abordar o pro- 
blema de encontrar os valores máximo e/ou mínimo de uma função 
dada é a utilização de desigualdades. A seguir, vemos dois exemplos 
nesse sentido. 


. f Ea = 2 1 
Exemplo 1.28. Seja f : [0, +00) — R a função dada por f(x) = =. 
Qual o valor mínimo que f assume? A função f assume um valor 


máximo? 

Solução. Inicialmente, note que 

a +1 qº-1+2 
r+1 g+41 


2 2 
S e le D)+—— — 2. 
di o Ci T] 


f(z) = 


Portanto, aplicando a desigualdade entre as médias para dois números, 
obtemos 


2 | 2 
1 —— > 2? D).—— = 22 
(x + Aee (x + 1) SR V2, 
ocorrendo a igualdade se, e só se, r +1 = É, i.e., se, e só se, q? + 


2x — 1 = 0. Mas, como x > 0, concluímos que haverá igualdade na 
desigualdade acima se, e só se, z = V2 — 1. Assim, para x > 0 temos 


f(e) = (+1) + -22 2V3-2, 


de sorte que 2V2 — 2 é o valor mínimo de f, o qual é atingido se, e só 
se, T = Vel, | 
Para o que falta observe que, para n € N, temos f(n) =n— 1+ 


2 >n-le, daí, f não assume valor máximo. E 


n+1 


Exemplo 1.29. Encontre o máximo da função f : [0, +20) > R dada 
por f(a) = s 
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Solução. Novamente pela desigualdade entre as médias, temos 


2 2 
16 = NE E A 
pot T Pae Ta 


16 16 16 32 
E a E Ee 
E E VT, 


e daí 
E O 
E —. 
72 +16" 32 
A igualdade ocorre se, e só se, 1º = 2, ou Seja, se, e só se, £ = 


ES 


. 4 2 2 . 
(uma vez que z > 0). Assim, YÉ é o valor máximo de f. 


Problemas — Seção 1.2 


1. Para reais dados a e b, com a * 0, considere a função afim 
f : R > R, definida por f(x) = az +b. Se (ax);>1 é uma PA de 
razão r, prove que a sequência (by )k>1, dada para k > 1 inteiro 
por bg = f(ay), é uma PA de razão ar. 


2. Ache a imagem da função f : R — R dada por f(x) = RS 
3. * Ache a imagem da função f : R* >R, dada por f(x) = «x ++. 


4. Sejam I C R um intervalo, ae Te f: I > R uma função 
dada. Se f é crescente (resp. decrescente) em (—o0,a|NT e 
decrescente (resp. crescente) em [a, +00) NT, então a é o único 
ponto de máximo (resp. de mínimo) para f em T. 


5. * Sejam X C R um conjunto não vazio, f: X —> R uma função 
dada e c € R também dado. Relacione as imagens das funções 
fe f-+c. Mais precisamente, se Y = Im (f), prove que Im (f + 
c) = Y +c, onde Y + c denota o conjunto 


Y+c={y+cyEY}. 
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10. 


11. 
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. Motivados pela forma canônica do trinômio de segundo grau 


ax? + bx + c, diremos doravante que 


rozal) -E 


é a forma canônica da função quadrática f(x) = az? + bx + c. 


(1.5) 


Utilize tal forma canônica para dar uma outra demonstração da 
proposição 1.15. 


. Sejam f(x) = az? +bx +c uma função quadrática tal que A > 0, 


e £ı < T as raízes de f(x) = 0. Prove os seguintes itens: 


(a) Se a > 0, então f(x) < 0 & z E (£1, £2). 
(b) Se a < 0, então f(x) < 0 & x é |z£1, £2]. . 


. Seja f (x) = ax? + bx + c uma função quadrática. Se existe um 
real xo tal que af (xo) < 0, prove que A > 0 e £o € (£1, £2), onde 


zı < £2 são as raízes da equação f(x) = 0. 


. Dentre todos os retângulos de mesmo perímetro, prove que o de 


maior área é o quadrado. 


A seção reta de um túnel tem o formato de um semicírculo de 
raio 5m, e o túnel está dividido em duas faixas de trânsito, de 
sentidos contrários, separadas por um canteiro muito estreito. 
Os caminhões de uma companhia de transportes têm de atra- 
vessar o túnel para levar mercadorias de uma cidade a outra. 
Se o comprimento máximo permitido de um caminhão é 18m, 
quais devem ser sua largura e altura a fim de que a companhia 
transporte o máximo possível de carga em cada caminhão? 


Calcule o valor máximo da função f : R — R dada por f(x) = 
ox—1 
g2+1" 
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12. 


13. 


14. 
“médias para calcular o valor mínimo da função dada: 


lo. 


16. 


Sejam q, < Q2 <---< Qn reais dados e f : R — R a função 
dada por | 


flx)=|r—-a|+|x—-a+---+|z— a. 


Prove que f assume um valor mínimo e calcule tal valor mínimo 
em função de Q1, @2,..., Qn. 


Em cada um dos itens a seguir, use a desigualdade entre as 
médias para calcular o valor máximo da função dada: 
(a) f:R > R dada por f(x) = sã. 


(b) f : R —> R dada por f(x) = “senta, 


(c) f : [0,1] > R dada por f(x) = (1 — xº). 


Em cada um dos itens a seguir, use a desigualdade entre as 


(a) f : (0, +00) > R dada por f(x) = x + +. 


(b) f : (0, +00) > R dada por f(x) = H2eta. 


(c) f : (0, +20) — R dada por f(x) = x? + £, onde a é um real 
positivo dado. 


(d) f :(0,+00) > R dada por f(x) = É 


gta” 


(e) f:(0,+00) > R dada por f(x) = 61 + &. 


r2 


(Romênia.) Sejam x,y € R tais que z? — ry + y? < 2. Mostre 
que xº + yf < 8 e explique quando ocorre a igualdade. 
(Estados Unidos.) Encontre os valores reais de k para os quais 
a função f : R\{—1} > R dada por 
4r? + kz +k 
{T UR 


tenha como imagem a reta menos um intervalo da forma (—L, L). 
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Grosso modo, a definição acima significa que, para encontrarmos a 
imagem de x € X por go f, basta encontrarmos a imagem de f(x) € Y 


17. (Torneio das Cidades.) Ache todos os x,y, z,t reais tais que 


1 do volume 1. Para um tratamento mais completo, veja a seção 


y= E por g. É fácil verificar que g o f, como definida acima, é de fato uma 
z= F 2y função. Observe também que, para formarmos a composta de f e g, 
t=2+22 devemos ter o domínio de g igual ao contradomínio de f. Vejamos 
r= +2t alguns exemplos. 
Para o problema a seguir o leitor pode achar conveniente recor- | Exemplo 1.31. Se f : X — Y é uma função arbitrária e Idx : X = 
dar a discussão sobre o mdc de dois inteiros no início do capítulo | X e Idy : Y — Y são, respectivamente, as funções identidade de X e 
, Y, então 


Joldy=) e Idyoj= f. 


Verifiquemos a igualdade f o Idx = f, sendo a outra totalmente aná- 
loga. Para tanto, basta notarmos que f o Idx é uma função de X em 
Y tal que, para todo x € X, 


1.2 do volume 5. 


18. (OCM.) Seja f : N — N uma função tal que f(mn) = f(m) + 
f(n) sempre que m e n forem primos entre si. Um naturál m 
é dito um ponto de estrangulamento de f se n<m> f(n) < | 
f(m)en>m => f(n) > f(m). Se f possui infinitos pontos de (fo Idy)(x) = f(Idy(x)) = f(x). 
estrangulamento, mostre que ela é crescente. | 
| | Exemplo 1.32. Considere as funções f,g:R > R dadas por f(x) = 
x? e g(x) = +=. Temos go f e f o g funções de R em R, com 


e m m q241º 
1.3 Composição de funções E 
l 1 E 
Dadas as funções f : X —> Y eg: Y > Z temos, em última (90 (x) = g(f(x)) = TOS = (122 +1 E eF 
análise, regras bem definidas para, partindo de x € X via f, obter | o 


y = f(x) € Y e, via g, obter z = g(y) € Z. Parece, então, razoável que 
possamos formar uma função que nos permita sair de X diretamente o o 2 l É o a 
para Z. Este é de fato o caso, e a função resultante é denominada a | PESEE = rT? +1)/ 0 q!+272+1 


função composta de f e q, de acordo com a seguinte 
| | O exemplo acima mostra algo interessante: podemos ter go f + 


Definição 1.30. Dadas as funções f : X — Y eg: Y 5 Z, a função fog. Bem entendido, pode mesmo acontecer que possamos formar go f 
composta de f e g (nessa ordem) é a função go f : X — Z definida, mas não f o g (ou vice-versa); basta termos, por exemplo, f: X => Y 
para cada x € X, por i eg: Y — Z, com X Æ Z. Contudo, mesmo que possamos formar 


ambas as funções, o exemplo mostra que, ainda assim, pode ocorrer 


E EnA 
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Exemplo 1.33. Sejam f,g : (0, +00) — (0, +00) funções tais que 


fa) =Z e Fogo. 


Encontre a expressão da função g. 


Solução. Segue da definição de composta que 


T+2 o g(x} +1 
z = (f °9)(£) = f(g(z)) = EOJ 


g(z)?+1 _ x+2 
3g(x)2 3 


39(x)? +3 = 


de modo que ou, ainda, 


3(x + 2)g(x)”. 


Olhando essa anea como uma equação do primeiro grau em 
g(x)?, obtemos g(x)? = + e, daí, g(x) = 1 para cada 1 , 0. 
Mas, como g deve ter imagem não negativa, deve ser g(x) = TSE 
para todo x > 0. 


Apesar de não ser comutativa, a operação de composição de funções 
é associativa, conforme ensina a seguinte 


Proposição 1.34. Dadas funções f: XS5S9Y,g:Y5Zeh:Z > 
W, temos 


o (go f) = eoor 
Prova. Veja primeiro que ambas ho (go f)e (ho g)o f são funções 
de X em W. Portanto, para serem iguais, é suficiente que associem, 
a cada x € A, um mesmo elemento de W. Para ver isto, basta notar 


que 
(ho (go ax) = kgo Px) = hl E))) 
= (hog(f(x)) = ((ho g)o fx) 


EM 
EM 
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A proposição acima é muito importante, na medida em que nos as- 
segura que, se tivermos funções f, g e h e pudermos compô-las (nessa 
ordem), podemos denotar a função composta por h o g o f simples- 
mente, não nos preocupando com qual composição efetuar primeiro. 
É também claro que vale uma observação análoga para mais de três 
funções. 


Exemplo 1.35. Seja f : R\{—1,1} > R \{—1,1} a função dada 
por f(x) = }=. Para cada n € N, encontre a expressão que define a 
função | 


fM=fofo-..of. 
N, era?” 


n 


Solução. Veja primeiro que f™ : R \ {—1,1} » R \ {—1,1}. Agora 


lefa 1-5 
1+ f(x) E 


isto é, f(? = Idx, a função identidade de X = R \ {—1, 1}. Segue daí 
que 


M=fo fso lirs e nso =e ie 


fP (£) = (f o f£) = f(x) = 


= T, 


Em geral, se já mostramos que fMk-D = f e fF) = Idy, temos que 


Meo = fo Idy = f 


J2 = f a A SE f a f e Idx. 


Logo, segue por indução que f™) = f quando n for ímpar e f™ = Idx 
quando n for par. E 


Dada uma função f : X — Y, já vimos exemplos que mostram que 
nem sempre a imagem de f é igual ao contradomínio Y. Por outro 
lado, também podemos ter dois elementos distintos no domínio com 
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a mesma imagem. Para um exemplo, considere a função de segundo 
grau f(x) = x°; para todo x € R, temos f(x) = 7º = (-7)? = 
f(—x). Emprestamos nomes especiais às funções cujos contradomínios 
coincidem com suas imagens, ou que associam imagens distintas a 
elementos distintos do domínio, conforme ensina a seguinte 


Definição 1.36. Uma função f : X — Y é dita: 


(a) Injetora, ou injetiva ou, ainda, uma injeção, se, para todo 
y € Y, existir no máximo um x € X tal que f(x) =y. 


(b) Sobrejetora, ou sobrejetiva ou, ainda, uma sobrejeção, se 
sua imagem for todo o conjunto Y, i.e., se, para todo y € Y, 
existir pelo menos um x € X, tal que y = f(x). 


(c) Bijetora, ou bijetiva ou, ainda, uma bijeção, se for ao mesmo 
tempo injetora e sobrejetora. 


Um modo eficiente de verificar se uma função f : X > Y é injetora 
é verificar se a implicação 


f(z1) = f(x2) > 11 = 22 (1.6) 


é satisfeita, para todos z1, £2 € X. Da mesma forma, para garantirmos 
que f é sobrejetora, devemos ser capazes de, para cada y € Y, obter 
pelo menos uma solução x € X para a equação f(x) = y. Vejamos 
alguns exemplos. 


Exemplo 1.37. Se X C R é um conjunto não vazio e f: X — X é 
uma função tal que f(f(x)) =x para todo x € X, então f é bijetiva. 


Prova. Sejam x, e £2 números reais tais que f(xı) = f(x5). De 
acordo com (1.6), para mostrarmos que f é injetiva é suficiente pro- 
var que zı = z2. Para tanto, observe que f(x,) = f(x5) implica 
Hf(x1)) = f(f(x£2)) e, daí, em zı = zz pela hipótese. 

A sobrejetividade de f é imediata: fixado y € X e tomando x = 
fu) e X, temos f(x) = f(f(y)) = y e, daí, y € Im (f). E 


AD 


ECA 


A 
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Segue, em particular, do exemplo anterior que a função de propor- 
cionalidade inversa (cf. exemplo 1.13) é uma bijeção de R {0} em si 
mesmo. 


Exemplo 1.38. Seja f : [0,1] — [0,1] uma função sobrejetora, tal 
que |f(x1) — f(x5)| < |xy — 75] para todos z1, %2 € [0,1]. Prove que 
há somente duas possibilidades: ou f(x) = x, para todo x € [0,1] ou 
f(x) =1— x, para todo x € [0,1]. 


Prova. Sejam a,b € [0,1] tais que f(a) = 0 e f(b) = 1 (tais a e b 


existem por estarmos supondo que f é sobrejetora). Então, temos por 
hipótese que 


t = |1 — 0| = | F(b) — f(a)| < |b- a| < 1, 


de modo que |b—a| = 1. Mas, os únicos a,b € [0, 1] tais que |b-a| = 1 
são a = 0, b = 1 ou vice-versa. Suponha que a = 0 e b = 1 (o outro 
caso pode ser analisado de modo análogo), e tome c € (0,1) arbitrário. 
Então, segue da desigualdade triangular (equação (7.1) do volume 1) 
e da hipótese sobre f que 


(1) — f(0)| 

IF) — FC) + IFC) — f(0)] 
|1 — e| + |e — 0| 
(1-—c)+c=1 


1 


IA IA 


e, daí, deve ser |f(c) — f(0)| = |c — 0|. Mas, como c, f(c) > 0, segue 
que f(c) =c. Por fim, a arbitrariedade do c € [0,1] escolhido garante 
que f(x) = x, para todo x € [0,1]. EE 


À proposição a seguir ensina como se comportam funções injetoras, 
sobrejetoras e bijetoras em relação à composição. 


Proposição 1.39. Sejam f : X —> Y eg: Y — Z funções dadas. 
Então: 
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(a) go f injetora => f injetora, mas a recíproca nem sempre é ver- 
dadeira. 


(b) go f sobrejetora = g sobrejetora, mas a recíproca nem sempre 
é verdadeira. 


(c) g, f injetoras > g o f injetora. 
(d) g, f sobrejetoras > g o f sobrejetora. 


(e) g, f bijetoras > g o f bijetora. 


Prova. 
(a) Para zı e x) em X, temos que 


f(z) = f(£2) => g(f(21)) = g(f(22)) 
= (go f)(z1) = (g ° f) (22) 


= Tı = To, 


onde, na última passagem, utilizamos o fato de g o f ser injetora. Te- 
mos agora que dar um exemplo no qual f seja injetora mas g o f não 


o seja. Para tanto, basta tomarmos X = Y = Z = Q, f(x) = Te 
2 


g(x) = x°. 
(b) Escolhido arbitrariamente z € Z, a sobrejetividade de go f garante 
a existência de pelo menos um x € X tal que z = (go f)(x). Mas, daí, 
z = g(f(x)), de sorte que g também é sobrejetora. Para o exemplo 


| necessário à segunda parte, tomemos novamente X = Y = Z = R, 
il = ai 
o go=celmd=a 


(c) Utilizando sucessivamente as injetividades de g e f, temos, para 
Tı € £2 em X, que | 

| (go xr) = (90 (7) => I ()) = g (22) 

f = f(x) = f(z2) 


> Tti = To, 


ERON 
SR 
Eal 


Antonio Caminha M. Neto 35 


“ego f também é injetora. 


(d) Escolhido arbitrariamente z € Z, a sobrejetividade de g garante a 
existência de y € Y tal que z = g(y). Por outro lado, a sobrejetividade 
de f assegura a existência de x € X tal que f(x) = y. Então, temos 


(go f)(x) = g(f(x)) = gly) =z, 


de modo que g o f também é sobrejetiva. 
(e) Segue dos itens (c) e (d) que 


g e f bijetoras = ge f injetoras e sobrejetoras 
> go f injetora e sobrejetora 


= go f bijetora. 


Revisitemos o exemplo 1.37 à luz da proposição acima. 


Exemplo 1.40. Sejam X um conjunto não vazio e f : X > X uma 
função tal que f o f = Idy, então f é bijetora. 


Solução. De fato, como a função identidade Idy : X > X é uma 
bijeção, segue dos itens (a) e (b) da proposição anterior que f é injetora 
e sobrejetora, logo bijetora. [e 


Problemas — Seção 1.3 


1. Sejam f,g : R — R funções tais que g(x) = 21x —3 e (fog)(x) = 
27º — 4x + 1. Encontre a expressão que define a função f. 
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. Considere as funções reais de uma variável real f e g, dadas por 
fHax)=v-Leg(x)= a? — 4. Encontre o conjunto-solução da 
inequação |(g o f)(x)| > (g © f)(x). 


. Sejam f e g funções reais de uma variável real, tais que f(x) = 
2x +7Te(fogx) =x? -27x+3. Encontre a expressão que 
define a função g. 


. Sejam f e g as funções reais de uma variável real dadas por 
f(x) = az +b, g(x) = cx + d, com ac 7 0. Mostre que 


fog=gof & (a—l1)d= (c— 1)b. 


. Seja f : R > R a função definida por 


ra= Ep Be Db | 


—1, sex = —b 
Se f(f(x)) = x para todo x real, calcule o valor de ab. 


. * Se I C R é um intervalo e f : I — R é uma função crescente 
ou decrescente, prove que f é injetiva. 


. Sejam X,Y,Z C R intervalos e f : X => Y, g: Y > Z funções 
dadas. Se f e g forem crescentes (resp. decrescentes), prove que 
go f também é crescente (resp. decrescente). 


. Seja f : R \ {0} — R uma função tal que 


Ff (5) =1 e s(2+3) =f) +t (2), 


para todo real x £ 0. Se u e v são reais não nulos, tais que 
u +v =lef (+) = 2, calcule o valor de f (=). 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Dada uma função f : X — Y, definimos seu gráfico como o 
subconjunto Gy do produto Cartesiano X x Y dado por 


Gs = {(x,y) € X x Y; y = f(x). 


Se F : X > Gp; é a função definida para x € X por F(x) = 
(x, f(x)), prove que F é uma bijeção. 


* Se Z C R é uma união de intervalos, simétrica em relação a 
0 € R, dizemos que uma função f : I > R é par (resp. ímpar) 
se f(x) = f(—x) (resp. f(x) = —f(—x)), para todo x € I. 
Prove que toda função f : R — R pode ser escrita, de uma 
única maneira, como a soma de uma função par e uma ímpar. 


Seja f : R \ {0} > R uma função tal que f (2) = f(a) — f(b), 


“para todos os reais não nulos a e b. Prove que f é uma função 


par. 


Seja f : R — R uma função ímpar. Decida se a função fo f é 
par, ímpar, ou nem par nem ímpar. 


Seja g : R > R uma função ímpar, tal que g(x) > 0 para x > 0. 
Mostre que existe uma função f : R >» R tal que g= fof. 


(Itália.) Seja f : R > R uma função tal que, para todo real 
x, tenhamos f(10 + x) = f(10 — x) e f(20 + x) = — f (20 — x). 
Prove que f é ímpar e encontre p > 0 tal que f(x +p) = f(x), 
para todo x €E R. 


* Uma função f : R — R é periódica se existe um menor real 
positivo p, denominado o período de f, tal que f(x +p) = f(x) 
para todo x € R. Dada uma função periódica f : R > R, de 
período p > 0, faça os seguintes itens 


(a) Seja g : R — R também periódica de período p. Se f(x) = 
g(x) para todo x € [0,7), prove que f = g. 
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16. 


17. 


18. 


“19 


20. 
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(b) Dado a € R \ {0}, prove que a função g : R —> R dada por 
g(x) = f (ax) é periódica de período E 


(IMO - adaptado.) Seja f : R — [0,1] uma função tal que, para 
um certo a € R, tenhamos 


Sa 


para todo x € R. Prove que f é periódica, i.e., que existe um 
real p > O tal que f(x + p) = f(x), para todo z E R. 


(OBM.) A função f : Z — R é tal que f(x):= x—10 para x > 100 
e f(x) = f(f(x + 11)) para x < 100. Encontre a imagem de f. 


T 


(Hungria.) Considere a função f : N — N satisfazendo as con- 
dições a seguir: 


(a) f0) =2. 
(b) f(2n) =2f(n)+ 1. 
(o) FFn) = 4n +1. 


Calcule f(1993). 


E 


Dê um exemplo de uma função sobrejetora f : N —> N tal que, 
para todo n € N, o conjunto {x € N; f(x) = n} seja infinito. 


(OIMU.) Sejam c e a reais positivos dados e Q um quadrado no 
plano, também dado. Prove que não existe função sobrejetiva 
f : [0,1] > Q tal que, para todos 0 < x,y < 1, tenhamos 


dot s p= | 


onde, para pontos 4 e B do plano, denotamos d(A, B) = AB. 
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1.4 Inversão de funções 


Dentre todas as funções f : X — Y, o caso de uma bijeção é 
o melhor possível. Realmente, nesse caso os elementos de X e Y 
estão em correspondência biunívoca, ou seja, a cada elemento de X 
corresponde um único elemento de Y via f, e vice-versa. Quando isso 
ocorre, podemos obter uma outra função g : Y > X, simplesmente 
exigindo que 


f(z) =y & gly) =r. 


Uma pergunta natural a esta altura é a seguinte: por que não 
podemos usar a declaração acima para definir a inversa de uma função 
bijetiva? De um ponto de vista intuitivo, se f não fosse sobrejetiva, 
existiria um elemento y de Y que não seria imagem por f de nenhum 
elemento de X; assim, não teríamos uma maneira natural de definir 
g(y) a partir de f. Por outro lado, se f não fosse injetiva, existiriam | 
elementos distintos x, e x) em X com uma mesma imagem y E Y via 
f; quando tentássemos definir g por meio de f, também não haveria 
maneira natural de decidirmos qual, dentre x, e x5, deveria ser igual 
a g(y). 

Voltando ao caso em que f é bijetiva, não é difícil ver que g, defi- 
nida como acima, é de fato uma função, ademais tal que (go f)(x) = zx, 
para todo x € X, e (fog)(y) = y, para todo y € Y. De outro modo, 
temos go f = Idx e fog = Idy. Reciprocamente, se f: X 5 Y 
eg:Y — X são funções tais que go f = Idx e fog = Idy, então 
a proposição 1.39 garante que f deve realmente ser uma bijeção, e o 
problema 1 garante que g é a única função que satisfaz tais igualdades 
de composição. 


Resumimos a discussão acima na definição a seguir. 


Definição 1.41. Seja f : X > Y uma bijeção dada. A função 
inversa de fé a função g : Y > X tal que, para x e X, y € Y, 
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gly) =x & y= f(x). 


Daqui em diante, denotaremos a inversa de uma bijeção f : X => Y 
por f~t : Y — X. Observe que o expoente —1 na notação de função in- 
versa não tem nenhum significado aritmético; ele simplesmente chama 
atenção para o fato de que f~t faz o caminho inverso de f, i.e., aplica 
Y em X em vez de X em Y, revertendo as setas das associações feitas 
por f. 

Surge, agora, naturalmente, a questão de como calcular efetiva- 
mente a inversa de uma bijeção. Um tal cálculo é, em geral, mais 
complicado que o de funções compostas. Entretanto, para funções re- 
ais de uma variável real f : X — Y, podemos raciocinar da seguinte 
maneira: fixado y € Y, como f!(y) = x se, e só se, f(x) = y, a fim 
de explicitar f”!(y) = x basta resolvermos, para x € X, a equação 
f(x) = y. Vejamos, inicialmente, alguns exemplos relevantes. 


Exemplo 1.42. Sejam a e b reais dados, sendo a Æ 0, e considere a 
função afim f : R > R dada por f(x) = ax +b. Mostre que f é uma 
bijeção e calcule tal inversa. 


Prova. Note inicialmente que 


fe) =y Sar t+b=y r= —. 


Por outro lado, a definição de f~t exige que tal valor de x deve ser 
exatamente igual a f”!(y), de maneira que 


Hg) = 8 


a 


Exemplo 1.43. Uma discussão análoga à do exemplo acima garante 
que a inversa da função identidade Idx do conjunto X Æ Ø é ela 
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mesma, i.e, que (Idx)™t = Idy. No entanto, a inversa de uma função 
pode ser ela mesma sem que a função seja a identidade; um exemplo 
é fornecido pela função de proporcionalidade inversa f : R \ {0} = 
R {0} (a qual já sabemos ser bijetiva). De fato, como 


1 1 
fig)=vo-=y627=- 
g y 


concluímos que 


e daí f! = f. 


Exemplo 1.44. Se a, b e c são reais dados, com a > 0, as proposições 
1.15 e 1.23 garantem que a função quadrática f(x) = az? + bx + c, 
vista como função 


f f F = > T 

+ 1754.) TOO A) , 
2a 4a i 

é uma bijeção. Calcule a expressão de sua invera. 


Solução. De acordo com a discussão que precedeu o exemplo 1.42, a 
fim de obter a expressão da inversa fr! : |-2, +00) — +, +00) 
de f, devemos fixar y € —Ê, +00) e resolver, para x € —+, +00), 
a equação f(x) = y, isto é, a equação az? + br +c—y = 0. Ao fazê-lo, 
a condição x > — garante (lembre-se de que a > 0) que . 


—b + yb? — 4a(c — y) —b+ vA + 4ac 
2a E i 


2a 


onde A = b? — 4ac é o discriminante de f. Logo, 


= —b+ yA + day 


F= (y) J; 
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Exemplo 1.45. Como caso particular do exemplo anterior”, a função 
f : [0, +00) > [0, +20) dada por f(x) = x” é uma bijeção, tendo como 
inversa a função raiz quadrada 
fr: [0,+00) — [0,+00) 
Terminemos esta seção explicitando uma relação útil entre compo- 
sição e inversão de funções. 


Proposição 1.46. Se f: X >5Yeg:Y — Z são funções bijetoras, 
então go f : X > Z é bijetora e 


(go f) = f og. 


Prova. Já sabemos, pelo item (e) da proposição 1.39, que g o fé 
bijetora. Por outro lado, como (go f) ! e f!og”! são ambas funções 
de Z em X, a fim de verificar que (go 9)! = flog" é suficiente, 
pela unicidade da inversa (cf. problema 1), mostrar que 


1 eg jogo f)= Idx elo) of eg )= Idz. 


Mas tal verificação é imediata e será deixada a cargo do leitor. a 


Problemas — Seção 1.4 
1. * Seja f : X — Y uma função dada. 


(a) Seg:Y — X é uma função tal que go f = Idx e fog = 
Idy, prove que f é uma bijeção. | 


4 Aqui e no exemplo anterior estamos nos apoiando no conhecimento anterior 
do leitor. A rigor, a discussão apresentada só pode ser rigorosamente justificada 
com a introdução do conceito de função contínua, o que faremos no capítulo 4. À 
esse respeito, veja também o exemplo 4.22. 


a s is EM NEE E TAER eia ER TOA ASS ECA STR a rar rr dp rt cer sr ATEA er oct Pi e TA 6 r TERES 
ras = PS Tre CO O TD ra td AR TRT O AS RSA ES AE E TE PON SSE STENS OPATA IEEE 00 AIREA VENE ER IEEE ER AO SC EREN À E TV ETTA pe RS E ES O CARA RTP 
IE TIS EEFE OELE rea Are RE ROTOR A TO E RE AE ASR do VAR HS LEES ORA NERI ALE PAES ON UNESA AEDES ADS 6227 oo CER EDIR OA VERA ENTE ER E n N EA AVEPA fu RR NESTA NE EEA pa DEEE ERNA EN PIE SALADA RAN fo IN 


E 
É 
k 
& 
E 
p 
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(b) Prove que existe no máximo uma função g : Y — X tal 
que go f = Idy e fog = Idy. 


2. Seja f : [}, +00) — [Ż, +00) a função definida por f(x) = x? — 
x + 1. Mostre que f é uma bijeção e obtenha a expressão para 
sua inversa. 

3. Seja f : R \ (2) > R \ {3} a função definida por f(x) = “>. 
Mostre que f é uma bijeção e obtenha a expressão para sua 
inversa. 


4. * Sejam n um inteiro positivo e f : R > R a função dada por 
f(x) = x”. Prove que f é uma bijeção se, e só se, n for ímpar. 
Nesse caso, calcule a expressão da inversa de f. 


5. * Sejam X C R um intervalo e f : X —> X uma bijeção. Se 
f for crescente (resp. decrescente), prove que f~! também será | 
crescente (resp. decrescente). 


6. Sejam f : R > R uma bijeção e g : R x R >» R x R a função 


definida por g(x,y) = (xº,x — f(y)). Prove que g é bijetora e 


encontre a expressão de sua inversa em termos da função inversa. 


figel. 


7. (IMO.) Seja G um conjunto (não vazio) de funções afins, pos- 
suindo as seguintes propriedades: 


(a) Se f,g E€ G, então fog EG. 
(b) Se f € G, então ft EG. 
(c) Para toda f € G, existe x, E R tal que f(x,) = zp. 


Prove que existe um real zo tal que f (zo) = xo para toda f € G. 


8. (França.) Seja f : N — N uma bijeção. Prove que existem 
naturais a < b < c tais que f(a) + f(c) = 2f (b). 
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1.5 Funções definidas implicitamente 


Uma função pode ser definida implicitamente por um conjunto de 
propriedades. Por exemplo, sendo g(x) = x + 1 e h(x) = x- 1, a 
função f : R —> R dada por f(x) = x? é tal que 


Ha(x)) = 9(x)? e Hh(x)) = h(s), 
ou seja, lá é tal que | 
f(£+1) = (1+1) =z? +2r+1 e f(£+1)= (x-1) =z°-2r+1. 
Daí, temos que a função acima satisfaz, para todo x € R, a relação 
f(x +1)-— f(x -— 1) = 4r. 


Podemos tentar reverter os passos acima, perguntando agora quais são 
as funções f : R — R tais que 


f(z+1)— fl- 1)=4r, VreER. (1.7) 


É claro que a função f(x) = x? não é a única, pois, como é fácil veri- 
ficar, para qualquer constante real c a função f(x) = x? + c também 
satisfaz (1.7). 

Como uma função f : R > R satisfazendo (1.7) não está dada 
por seus valores, e sim por uma relação que deve satisfazer, dizemos 
que a função está definida implicitamente. Note que, a partir de (1.7), 
podemos descobrir outras relações que a função satisfaz. Por exemplo, 
seg: R > R é dada por g(x) = x”, temos 


FHa(x) + 1) — F(g(x) — 1) = 49(x) 


ou, ainda, 


flv +1) -— fla? — 1) = 4r, Vz ER. (1.8) 


Assim, qualquer função que satisfizer (1.7) também satisfará (1.8). 
Entretanto, a relação (1.8) pode não ser muito útil para ajudar a 
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determinar as funções f que satisfazem (1.7). Só a experiência dirá 


que relações obtidas a partir de uma relação inicialmente dada serão 
úteis nesse sentido. 

Em geral, um problema interessante é o de encontrar todas as 
funções definidas implicitamente por um certo conjunto de relações 
dadas. Uma vez que não há uma teoria geral a esse respeito, no que 
segue, veremos alguns exemplos que ilustram um certo número de 
técnicas úteis no trato de funções definidas implicitamente. 


Exemplo 1.47 (Canadá). Ache todas as funções f : N > N, crescen- 
tes e tais que f (2) = 2 e f(mn) = f(m) f(n), para todos m,n € N. 


Solução. De 1 < f(1) < f(2) = 2 obtemos f(1) = 1. Agora f(4) = 
F(Z) f (2) = 4e f(8) = f(4)f(2) = 8. Suponha pois, por hipótese de 
indução, que f(2*) = 2º para um certo natural k. Então 


[2H = [NH =2"-2= 288, 


e segue que f(2”) = 2” para todo inteiro não negativo n. Portanto, 
fixado n natural, segue de f ser crescente que 


Qi O Sa pa per, 


Mas, uma vez que f(2" + 1), f(2” +2), ..., f2" — 1) são naturais, 
a única possibilidade é termos 


IO Der A. O e are ORA, 


Finalmente, como esse raciocínio é válido para todo n natural, segue 


que f(m) = m para todo m natural. A 


Exemplo 1.48 (OIM). Se D = R — {—1,0,1}, encontre todas as 
funções f : D > R tais que, para todo x € D, tenhamos 


fat (155) = am 


1+ 
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Solução. Note antes de tudo que, como x Æ 0, temos f(x)? f (EE) + 
0 para todo x € D. Em particular, f(x) + O para todo x € D. Seja 
agora g(x) = re para x € D. A definição de D garante facilmente 
que g(D) c D, de modo que podemos compor f com g. Assim, para 


todo x € D, temos 


fotos (T2) = tata) (1.9) 


Substituindo a expressão de g na relação acima, chegamos a 
la 1- += ke 
(SE |-a(— 
1—2yº l-r | 
= 64 
(E) fiz) (=) 


para todo z € D. Elevando ao quadrado ambos os membros da relação 
do enunciado e dividindo o resultado pela relação acima, obtemos 


f(x)? = 64r? (1) 


ou, ainda, 


l+z 


e, daí, f(x) = 44/x* (=). 

Até este ponto, mostramos apenas que, se f existir, deve ser dada 
por essa expressão. Temos, pois, de verificar que f, assim definida, 
realmente satisfaz a relação do enunciado para todo x € D. Mas tal 


verificação é imediata e será deixada a cargo do leitor. E 


Ainda em relação ao exemplo anterior, com um pouco mais de 
prática poderíamos prescindir de definir a função g para em seguida 
compô-la com f a fim de obter (1.9). Ao invés disso, poderíamos 
apenas ter dito 


Substituindo x por E na relação do enunciado, obtemos ..., 
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tendo em mente que essa substituição é meramente uma composição de 
funções. Doravante, sempre que não houver perigo de confusão, ado- 
taremos essa simplificação de linguagem, a qual já aparece no exemplo 
a seguir. Ao lê-lo, tente identificar as composições que foram masca- 
radas por substituições. 


Exemplo 1.49 (Polônia). Encontre todas as funções f : R — R tais 
que, para todos x,y € R, tenhamos 


(z —y)f(z +y) -— (2 + fla —y) = 4ry(z? — y’). 


Solução. Como essa relação deve ser válida para todos os z,y € R, 
ela deve ser válida se fizermos x = em e y = s, com a,b € R. 
Substituindo esses valores de x e y na relação do enunciado chegamos 
à relação 

bf (a) — af (b) = (a? — b’ )ab, 
a qual deve ser satisfeita para todos a,b € R. Em particular, quando - 
ab + O, dividindo ambos os membros dessa relação por ab segue que 


devemos ter 

fo) IO ap 

a po! i 

para todos a,b € R \ {0}. Portanto, sendo g : R \ {0} > R a função 
dada por g(x) = fz) — x°, a relação acima diz que g(a) = g(b), para 
todos a,b € R \ {0}. Em outras palavras, g deve ser constante, isto é, 
deve existir um real k tal que g(x) = k para todo x € R \ {0}. Mas 
isso é o mesmo que ser f(x) = x? + kz, para todo x € R \ {0}. 

Por outro lado, fazendo x = y = 1 na relação do enunciado, obte- 
mos f(0) = 0 para qualquer função que satisfaça aquelas condições. 
Como 0º + k - 0 = 0, concluímos que qualquer função que satisfaça as 
condições do enunciado deve ser da forma f(x) = xº + kz, para todo 
TER. | 

Novamente temos de verificar que toda função desse tipo satisfaz 
as condições do enunciado, o que é imediato e será, uma vez mais, 
deixado a cargo do leitor. a E 
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Para o próximo exemplo precisamos da seguinte 


Definição 1.50. Se X é um conjunto não vazio e f : X > X é uma 
função dada, um elemento xo E X é dito um ponto fixo de f se 


f(xo) = To. 


Se I C R é um intervalo, uma função decrescente f : I > I admite 
no máximo um ponto fixo. De fato, se £1, £2 E I fossem pontos fixos 
de f, com xı < zz, seguiria de f ser decrescente que 


xı = f (x1) > f (£2) = 12, 
uma contradição à hipótese x, < T2. 


Exemplo 1.51 (Argentina). Seja f : R — R uma função decrescente e 
tal que f(x+f(x)) = x+ f(x) para todo real x. Prove que f(f(x)) = x 
para todo real z. 


Prova. As hipóteses sobre f garantem que x + f(x) é ponto fixo de f 
para todo x € R. Por outro lado, o caráter decrescente de f garante, 
de acordo com a discussão anterior, a existência de no máximo um 
ponto fixo para f, de sorte que deve existir a € R tal que x + f(x) = a 
para todo x € R, o que é o mesmo que f(x) =a— x para todo x E R. 
Portanto | 


F(F(2)) = fla- x) =a- (a - z) = z, 
para todo z € R. E 
O próximo exemplo desenvolve ideias úteis em muitas outras si- 


tuações, e a primeira parte do argumento que apresentamos a seguir 
resolve o problema 8, página 14. 


Exemplo 1.52. Encontre todas as funções f : R > R tais que f (1) = 
1 e, para todos x,y E€ R, tenhamos 


(a) f(x +y)= f(x) + f(y). 
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(b) fizy) = Fx) f(y). 


Solução. Seja f uma função satisfazendo as condições do enunciado. 
Fazendo x = y = 0 em (a), obtemos 


HO) = (0 +0) = f(0) + f(0) = 270); 
de modo que segue que f(0) = 0. Fazendo y = x em (a), obtemos 
fz) = fæ +x) = f(z) + fa) = 2f (2), 
para todo x € R. Fazendo agora y = 2x em (a), segue que 
fr) = Hx + 2z) = f(x) + f (2x) = f(x) + 2f (2) = 3f (2), 


para todo x € R. Repetindo o argumento acima concluímos, por 
indução sobre n € N, que 


finz) =nf(x), YneN, zxER (1.10) 


Em particular, fazendo x = 1 em (1.10), obtemos f(n) = n, para todo 
n € N. Fazendo agora x = = em (1.10), segue que 


de modo que f (+) = >. Finalmente, x = + em (1.10), com m € N, 


fornece 
n 1 1 1 n 
I) =f (n: >) aii: (=) Eee 


Vamos ver o que ocorre com os racionais negativos. Para isso, façamos 
y = —x no item (a), obtendo 


0 = H0) = f(x + (~2)) = f(z) + Ha), 
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ou ainda 


f(x)=-—-f(-x), Vx ER. 


Em particular, sendo x < 0 racional, segue de (1.11) e do fato de ser 


(1.11) 


—g um racional positivo que f(x) = —f(-x) = —(—2) = x; portanto, 
f(x) = x, para todo x € Q. | 

Como f(x) = x para todo x € Q, desconfiamos que a função 
identidade seja a única satisfazendo as condições do enunciado. Para 
confirmar tal suposição, voltemos nossa atenção à condição do item 
(b). Inicialmente, mostremos que se para um certo x € R tivermos 


f(x) = 0, então x = 0. De fato, caso fosse x + 0, fazendo y = + em . I 


(b) teríamos 


o= fot (5) =1 (2-5) =1()=1 


o que é uma contradição. Agora, fazendo y = x Æ 0 em (b), obtemos 
Ha) = fax) = f(x) flo) = (£)? > 0; 
2 


portanto, se x,y ER, com x < y, ea Æ 0 for tal que y — z = a”, 


(1.12) 


então, aplicando sucessivamente (a), (1.11) e (1.12), obtemos 


f) — Hx) = Fl) + f(-2) = fly - 2) = f(a) = F(a)? > 0, 


de sorte que f é crescente. Suponha, por fim, que existe a € R tal que 
f(a) < a e tome (cf. problema 1.5.2, volume 1) um racional r tal que 
f(a) <r < a; o caráter crescente de f fornece 


r=fr)< f(a), 


o que é uma contradição. Analogamente, não podemos ter f(a) > a, 
e a única possibilidade é f(a) = a. Mas, como a € R foi escolhido 
arbitrariamente, devemos ter f(x) = x para todo x E R. Ee 


Nosso último exemplo mostra que, para funções f : N — N, argu- 
mentos elementares de divisibilidade serão por vezes úteis. 
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Exemplo 1.53 (Lituânia). Encontre todas as funções f : N — N tais 
que, para todos os naturais m e n, tenhamos 


FU tm) + Hm) =m+n. 


Solução. Provemos primeiramente que f é injetiva. Para tanto, se- 
jam m e n naturais tais que f(m) = f(n) = k. Então f(2k) = 
f(f(n) + f(n)) = 2n e, analogamente, f(2k) = 2m, de modo que deve 
ser M = N. 

Seja agora k > 1 natural. De (k — 1) +2 = k + 1, segue que 


TIESNE ESk FISIO 


Pela injetividade de f, temos então f(k — 1) + f(2) = f(k) + f(1) 
ou, ainda, f(k) — f(k — 1) = f(2) — f(1), para todo natural k > 1. 
Escrevendo essa relação para k = 2,3,...,n e somando as igualdades 

assim obtidas, chegamos a | 


Pp Da), 


para todo natural n > 1. Fazendo n = 2f(1) na relação acima, segue 
então que 


2 = HI) + FO) = FOI) = (FM) = INF(2) — F(1)) + FOI) 


ou, ainda, 
2= 50) 
O pj 
Mas f(2) — f(1) é inteiro, de modo que 2f(1) — 1 divide 2 — f(1). 
Assim, deve ser 2f(1) —1< |2 — f(1)| e é fácil concluir, a partir daí, 
que a única possibilidade é f(1) = 1, de modo que f(2) = 2. Segue 
então que f(n) = n, para todo n natural. E 
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Problemas — Seção 1.5 


. * Generalize a discussão do parágrafo anterior ao exemplo 1.51, 
mostrando que, se I C R é um intervalo e fg: I —> I são 
funções tais que f é decrescente e g é crescente, então existe no 
máximo um xo € 1 tal que f(x0) = g(x0). 


. Ache todos os reais positivos x para os quais 4/2 + yz = e, 
. Encontre todas as funções f : Q > Q tais que 


f (==) _ f(z) + f) 
2 2 i 
para todos x,y € Q. | 


. (Áustria.) Encontre todas as funções f : Z {0} > Q tais que, 
para todos x,y € Z {0} para os quais x + y seja múltiplo de 3, 


tenhamos 
f ( É z) _ f(z) + fa) 
3 2 


. (Vietnã.) Ache todas as funções f : R — R tais que 


Hay) + flez) - HO) > + 


2 


para todos x,y,z € R. 


. (Espanha.) Encontre todas as funções crescentes f : N — N tais 
que, para todo n € N, tenhamos f(n + f(n)) = 2f(n). 


. Encontre todas as funções f : R > Z tais que: 


(a) f(x +a) 
(b) F(f(x)) = 0 para x € (0,1). 


= f(x) + a, para todo x € R e todo a € Z. 
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8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


(Áustria-Polônia.) Prove que não existe função f : Z > Z tal 
que, para todos x,y € Z, tenhamos 


f£ + fly)) = f(z) -— y. 


. (Romênia.) Ache todas as funções f : Z — Z tais que f(0) = 


e 
FU) + f(k) = 2k + 3, 
para todo k € Z. 
(Romênia.) Sejam k > 1 um inteiro ímpar e A = (x1,%2,...,Tk) 


um conjunto de k números reais. Obtenha todas as funções 
injetivas f : A — A tais que | 


|F(£1) — ma] = |f (£2) — xa] = ++ = |f (£k) — zrl. 


Sejam a um real dado e f : R —> R uma função tal que f(0) = 
e, para todos x,y € R, tenhamos 


Ni. 


fi +y) = f(z)fla— y) + Fly)fia — z). 


Prove que f é constante. 


Ache todas as funções f : Q > Q7 tais que f(x tu) = 
para todos x,y € Q. 


Ha) f(y), 


Ache todas as funções f : [0,1] — [0,1] tais que f(0) = 0, 
TO= e 


Ha +y) + f(z — y) = 2f (2), 
para todos os x,y € [0,1] tais que z — y,x + y € [0, 1]. 


(Lituânia.) Seja f : Z — Z uma função tal que f(m? + f(n)) = 
f(m)? +n, para todos m,n inteiros. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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(a) Prove que f(0) =0 e f(1) = 
(b) Ache todas tais funções. 


(OIM.) Encontre todas as funções crescentes f : N — N, tais 
que f(yf(x)) = x? f(xy), para todos x,y EN. 
(IMO.) Ache todas as funções f : [0, +00 


duas condições a seguir: 


(a) Ff) f) = f(x +y), para todos x,y € [0, +00). 
(b) H(2)=0e f(x) £0 para0< x <2. 


) > R satisfazendo as 


(IMO.) Seja S = {x € R; x > —1}. Obtenha todas as funções 
f:S > S que satisfaçam as duas condições a seguir: 


(a) Ha+f(y)+f(y)) = y+f(2)+yf(x)), para todos z, y € S. 


(b) £ fz) é é crescente em cada um dos intervalos (—1, 0) e (0, +00). 


(IMO.) Decida se existe uma função f : N > N satisfazendo as 
condições a seguir: 


n + 1), para todo n E N. 
= f(n) +n, para todo n E N. 


(Irã.) Obtenha todas as funções f : R > R tais que, para todos 
x,y reais, tenhamos 


FU + y)) 


(Polônia.) Encontre todas as funções f : Q% — Q3 satisfazendo, 
para todo racional positivo x, as seguintes condições: 


= f(x +y) + fæ) f(y) — xy. 


CAPÍTULO 2 


Gráficos de Funções 


Dada uma função f : X > Y, o gráfico de f é o subconjunto G; 
do produto Cartesiano X x Y definido por 


G; = ey) € X x Y; y = f(®)}. o (21) 


Quando f : X > R for uma função real de variável real, com 
X C R uma união finita de intervalos (possivelmente X = R), o 
gráfico de f se reveste de significativa importância geométrica, uma 


vez que 
GCXxXYCRxXR, 


e esse último conjunto pode ser identificado com o plano, munido de 
um sistema Cartesiano de coordenadas fixado!. 


lReferimos o leitor ao capítulo 6 do volume 2 para uma discussão sobre sistemas 
Cartesianos de coordenadas. 
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Nosso propósito neste capítulo é examinar alguns exemplos e pro- 
priedades simples de gráficos de funções f : X — R, quando X CR 
for uma união finita de intervalos, postergando para os capítulos 4, 5 
e 6 a discussão das propriedades dos gráficos de funções contínuas e 
deriváveis. 

Em tudo o que segue supomos fixado, no plano, um sistema Car- 
tesiano de coordenadas. 


2.1 Generalidades e exemplos 


Há uma interpretação geométrica bastante simples para a imagem 
de uma função real de uma variável real em termos de seu gráfico. Para 
exibi-la, marquemos, no plano Cartesiano da figura 2.1, os pontos de 
interseção do gráfico de uma função f : [a,b) >» R com uma reta 
horizontal r, de ordenada y = yo. Seja (zo, Yo) um ponto comum 


Gs Y 


Figura 2.1: imagem x gráfico. 


à reta e ao gráfico. Por pertencer ao gráfico de f, o ponto (£o, yo) 
deve ser tal que zo € [a,b) e f(zo) = yo. Reciprocamente, seja dado 
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um ponto (£o, Yo) no plano Cartesiano, com zo € [a,b). Claramente, 


(£o, Y0) € r; além disso, se xo for uma solução da equação f(x) = yo, 
i.e., se f(£0) = yo, então teremos também (z0, Yo) E Gy. Assim, a reta 
horizontal de ordenada yo intersectará o gráfico exatamente quando 
yo pertencer à imagem de f. O raciocínio para uma função qualquer 
f:X>R,com X C R, é inteiramente análogo e nos permite concluir 
que 


A imagem de f é precisamente o conjunto dos yo E€ R tais que a reta 
horizontal de ordenada yo intersecta o gráfico de f. 


Se I C R é um intervalo, a monotonicidade de uma função f : 
I > R também nos diz muito sobre o comportamento de seu gráfico. 
Por exemplo, supondo que f seja crescente (resp. decrescente) em I, 
concluímos que, à medida que a variável x aumenta em 1, os valores 
f(x) aumentam (resp. diminuem) em R, de maneira que o gráfico de - 
f sobe (resp. desce). 

Por outro lado, se yọ € R é o valor mínimo de f : I => Re zo E€ I é 
um ponto de mínimo de f (cf. definição 1.24), então o ponto (x, f(x)) 
está acima ou coincide com o ponto (x,y), para todo x € I (cf. figura 
2.2). De outra forma, o gráfico de f está contido no semiplano superior 
fechado determinado pela reta horizontal y = yo, tocando tal reta no 
ponto (xo, Yo). 

Observe que os conceitos de valor máximo e ponto de máximo de 
uma função f : I > R admitem interpretações geométricas análogas 
às discutidas acima. 

Vale ainda observar que nem todo subconjunto do plano (munido 
de um sistema Cartesiano xOy) pode ser visto como gráfico de uma 
função. De fato, suponha dada uma função real de uma variável real 
f: X —> R, tal que X é uma união finita de intervalos. Se (£o, yo) € 
Gp, então xo E€ X, pela definição de gráfico; por outro lado (e mais 
importante), fixado xo E€ X, se A (£0, Y1) e As(xo, Y2) são pontos sobre 
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Figura 2.2: ponto de mínimo de f : I > R. 


o gráfico de f, então, novamente pela definição de gráfico, temos 


yi = f (£o) = Y2, 


de maneira que 4, = A. Em resumo, para x) € R, a reta vertical 
x = zo do sistema Cartesiano em questão intersecta o gráfico de f 
se, e somente se, xy E X; ademais, nesse caso tal reta intersecta o 
gráfico em exatamente um ponto. Assim, o subconjunto C do plano 
Cartesiano esboçado na figura 2.3 não representa o gráfico de função 
alguma f : [-3,3] > R, uma vez que toda reta vertical paralela às 
retas tracejadas e situada na faixa cinza intersecta C em mais de um 
ponto. | 


Por fim, vejamos alguns exemplos importantes de gráficos de fun- 
ções. 


Exemplo 2.1. Seja f : R > R a função constante e igual a c. O 
gráfico de f é o conjunto 


Gr=ilzy)zeRey=c)=t((x,c);zeR), 


Figura 2.3: subconjuntos do plano que não são gráficos de funções. 


i.e., o gráfico de f é a reta paralela ao eixo—x e passando pelo ponto 
(0,c) do eixo—y (figura 2.4). 


Exemplo 2.2. Lembre-se (cf. definição 1.2) de que a função identi- 
dade Idr : R —> R é tal que Idg(x) = x, para todo xz € R. Seu gráfico 
é, portanto, o conjunto 


Gia, = {(7,y4); x E R e y = z} = {(zx, x); x € R}. 


É um exercício fácil de geometria Euclidiana verificar que os pontos da 
forma (x, £) e (—x, x) são os pontos do plano Cartesiano situados sobre 
as bissetrizes dos ângulos formados pelos eixos coordenados, sendo 
que os da forma (x, x) pertencem ao primeiro ou terceiro quadrantes. 
Portanto, o gráfico da função Idg é a reta da figura 2.5, denominada 
a bissetriz dos quadrantes ímpares. Observe que o conjunto dos 
pontos da forma (x, —x), i.e., a bissetriz dos quadrantes pares, é o 
gráfico da função f:R > R dada por f(x) = —a. 


Exemplo 2.3. A função modular é a função f : R —> R dada 
por f(x) = |x|. Segue imediatamente da definição de módulo de um 
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yY 


Figura 2.4: gráfico da função constante f(x) =c, Vx ER. 


número real (cf. seção 2.2 do volume 1) que 


G; = {(z,|æ|); x € R} 
= {(x, |z|); x E R4} U {(z, |z|); £ € R-} 
{(x, x); x E€ R4} U {(x,—x); £ E€ R}. 


Como os pontos (x, —x) e (x, x) são simétricos em relação ao eixo—z, 
o gráfico da função modular é obtido refletindo a porção do gráfico da 
função Idg situada no terceiro quadrante em relação ao eixo—a (cf. 
figura 2.6). | 


Exemplo 2.4. Se f(x) = ax +b é uma função afim, então seu gráfico 
é o subconjunto do plano Cartesiano dado por 


Gr = {(z,y);£,y ER e y =ar +b}. 


De acordo com a discussão da seção 6.2 do volume 2, o gráfico de f é 
a reta de equação y— ax — b = 0, com coeficiente angular a e passando 
pelos pontos A (—2, 0) e B = (0,b). A figura 2.7 esboça o gráfico de 
f(x) = ax + b para a,b > 0. | 
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Figura 2.5: gráfico da função identidade Idg. 


Para o que segue, recorde (cf. problema 6.3.13 do volume 2) que, 
dados um ponto F e uma reta d no plano, com F ¢ d, a parábola de 
foco F e diretriz d (cf. figura 2.8) é o lugar geométrico dos pontos 
P do plano tais que 

PF = dist(P, d). 


Por fim, o eixo da parábola é a reta que passa por F e é perpendicular 
à diretriz d, e o vértice da mesma é seu ponto V de interseção com o 
eixo. | 

Mostraremos, no que segue, que o gráfico de toda função quadrá- 
tica é uma parábola. Mais precisamente, temos o seguinte 


Teorema 2.5. Para a,b,c E R, com a Æ 0, o gráfico da função qua- 


drática f(x) = ax? + br + c é a parábola de eixo (a = — >) e vértice 
V (>, -2), “aberta para cima” se a > 0, e “aberta para baixo” se 
a < 0. 


Prova. Procuremos £o, yo, k € R tais que yo Æ k e, sendo F(xo,Yy) € 
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Figura 2.6: gráfico da função modular f(x) = |z]. 


d: {y = k}, tenhamos 
P € G; 4 PF = dist(P,d). 
Para tanto, sendo P(x,y), observemos que 


P € Gi 4 y =ax° +br +c 


PF = dist(P, d) <> (x — T}? + (y — yo)? = ly — kl, 


de sorte que queremos que 


yv=ar+br+e & (z-z)? +(y-— y? = (y -— k} 


1 9 Lo 2o = yé =s k? 
S y= ——— r —- ——— r + A 
Y Ayo — k) Yo — k 2(y0 — k) 


Basta, então, resolvermos em zo, Yo e k o sistema de equações 


1 To ae 1 
= -——— =b, ———— +-(y +k) =c, 
2(yo — k) Yo — k 2(yo — k) z% ) 


Kia g 


PR? 
E 
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Figura 2.7: gráfico da função afim f (x) = ax +b. 


o que é imediato: dividindo as duas primeiras equações, obtemos £o = 


-Ż; em seguida, substituindo a primeira equação e o valor de zo na 
a 


terceira equação, segue que 


1 b? A 
= e OO a q ur pai ef 
Vo + k = 2 e To mA) 2 e E a) J 


por fim, resolvendo o sistema 


1 
Yo Dg Yo + Da: 


1-A sa ARA 
Rd Ra | | 
Finalmente, uma vez que o vértice V da parábola é a interseção da 


reta x = — 2 com o gráfico, temos 


2a 
= b “si BR + LA 
e Da 2a P 


Terminamos esta seção estabelecendo, na proposição a seguir, uma 


obtém-se yo = 


importante relação entre os gráficos de uma bijeção e de sua inversa. 
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Figura 2.8: parábola de foco F e diretriz d. 


Em seguida, ilustramos tal resultado na construção dos gráficos de 
duas funções importantes. 


Proposição 2.6. Se os conjuntos não vazios I,J C R são uniões 
finitas de intervalos e f : I — J é uma bijeção, então os gráficos de f 
e f7! são simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares do 
plano Cartesiano. 


Prova. Fixca € I eb € J. Pela definição de função inversa, temos 
que 


(a,b) EG; & b= fla) 
| o a=f(b) 
< (b,a) E€ Gp-. 


Mas, como os pontos (a,b) e (b,a) são simétricos em relação à reta 
y = x, nada mais há a fazer. | EE 


“E 
E 
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Exemplo 2.7. Esboce o gráfico da função raiz quadrada 


f: [0, +œ) —> [0,+00) 


Solução. Vimos no exemplo 1.45 que f é a inversa da função g : 
[0, +00) — [0,+00) dada por g(x) = «?. Como já conhecemos o 
gráfico de g, segue da proposição anterior que o gráfico de f é obtido 
como o simétrico do gráfico de g em relação à reta y = x (figura 2.9). 

é 


Figura 2.9: gráfico de z > yz. 


Exemplo 2.8. Recorde que a função de proporcionalidade inversa é a 
função f : R\ {0} > R\ {0}, tal que f(x) = +, para todo z € R {0}. 

De posse da discussão desenvolvida até o momento, podemos esbo- 
çar muito acuradamente seu gráfico. De fato, f é claramente decres- 
cente em (0, +00); também já sabemos que f é ímpar (cf. problema 
10, página 37), de sorte que, pelo problema 5, seu gráfico é simétrico 
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em relação à origem do plano Cartesiano; por outro lado, f é a inversa 
içã j ; mbém 
de si mesma, e a proposição anterior garante que seu gráfico ta 
é simétrico em relação à bissetriz dos quadrantes ímpares, por fim, 
mostraremos na seção 5.3 que seu gráfico é emborcado para cima em 
(0, +00). 
1 E ; x 
= = cada vez mais de zero à 
Observando que f(x) = > se aproxima 
medida que z aumenta, chegamos ao esboço do gráfico de f constante 
da figura 2.10, construído com o auxílio das observações acima e dos 


pontos auxiliares (n, =), para 1 < n < 4 inteiro. 


8 [=Á 


Figura 2.10: gráfico da função fiz) = 
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Problemas — Seção 2.1 


1. Seja f : R — Ra função quadrática dada por f(x) = az?+br+c, 
onde a Æ 0. Sabendo que x, = —1 e x, = 5 são as raízes de f, e 
que f(1) = —8, pede-se: 


(a) Encontrar a,b,c. 

(b) Calcular f(0). 

(c) Calcular as coordenadas do vértice de f. 
a 


(d) Esboçar o gráfico de f. 


2. Sejam 1 C R um intervalo e f : I — R uma função dada. 
Dizemos que f é limitada se existe M > O tal que |f (x)| < M, 
para todo x € I. Prove que, nesse caso, o gráfico de f está 
contido na faixa horizontal do plano Cartesiano delimitada pelas 
retas y = +M. 


3. * Se I C R é um intervalo e f : I — I é uma função dada, 
mostre que os pontos fixos de f são, precisamente, as abscissas 
dos pontos de interseção do gráfico de f com a bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 


4. * Se I C R é um intervalo e f,g : I > R são funções dadas, 
explique como identificar os pontos comuns aos gráficos de f e 
g, traçados em um mesmo sistema Cartesiano. 


Para o próximo problema, sugerimos ao leitor reler o enunciado 
do problema 10, página 37. 


5. * Sejam 1 C R uma união de intervalos, simétrica em relação a 
0ceR,ef:I > R uma função dada. Prove que: 


(a) Se f for par, então Gy é simétrico em relação ao eixo das 
ordenadas. 
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(b) Se f for ímpar, então Gy é simétrico em relação à origem. 


. Em cada um dos itens a seguir, esboce, num mesmo sistema 


Cartesiano, os gráficos das funções reais de uma variável real 
listadas: 


(a) filz) =2º, f(z) = 2º e fa(m) = 2. 
(b) f(z) = zx, falx) = 7º e fa(x) = 2º. 


. Esboce o gráfico da função f : R > R tal que f(x) = Y'x, para 


todo x E R. 


. Esboce, com justificativa, o gráfico da função parte inteira, | |: 


R — R (cf. problema 5, página 13). 


Para o próximo problema sugerimos ao leitor reler o enunciado 
do problema 15, página 37. 


. * Faça os seguintes itens: 


(a) se f:R — R é periódica de período p > 0, explique como 
construir o gráfico de f conhecendo a porção do mesmo 
para 0 < z < p; 


(b) use o item (a) para construir o gráfico da função parte fra- 
cionária, { } : R — R (cf. problema 6, página 13). 


10. * Sejam f : R —> R uma função dada e a + O um real dado. 


Prove que o gráfico de: | 
(a) g(x) = f(x + a) é obtido transladando o gráfico de f de 
—a, paralelamente ao eixo das abscissas. 


(b) g(x) = f(x) + a é obtido transladando o gráfico de f de a, 
paralelamente ao eixo das ordenadas. 


E 
Eso. 
A 


n g 


poo J 


Ra -d 


ia 
e 
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(c) g(x) = — f(x) é obtido refletindo o gráfico de f ao longo do 
eixo das abscissas. | 


(d) g(x) = f(—x) é obtido refletindo o gráfico de f ao longo do 
eixo das ordenadas. 


(e) g(x) = af(x) é obtido alongando” o gráfico de f vertical- 
mente do fator a, se a > 0. 


(f) g(x) = f(ax) é obtido alongando o gráfico de f horizontal- 
mente do fator a, se a > 0. 


11. Sejam 1 um intervalo da reta e f : I — R uma função dada. 
Que relação existe entre os gráficos de f e da função g: I > R 
dada por g(x) = |f(x)|? Utilize suas conclusões, juntamente 
com o resultado do problema anterior, para esboçar os gráficos 
das funções abaixo listadas: 


= x para x € R \ (1). 


(x) 
(x) = |x? — 4, para x € R. 
(x) 
(x) 


12. * Esboce o gráfico da função f : R \ {2} > R dada por f(x) = 


T 


2—r ` 


13. Prove que o gráfico da função de proporcionalidade inversa é 
obtido pela rotação trigonométrica da hipérbole de equação xº — 
y? = 2, do ângulo trigonométrico de 7 radianos. 


20 leitor deve ter cuidado com o sentido em que a palavra alongando é utilizada 


aqui; para tanto, compare os casos 0 <a<lea>l. 
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2.2 Funções trigonométricas 


A função seno é a função sen : R — R, que associa a cada x € R 
o seno de um arco de x radianos: 


sen: R — R 
£t rs senz 


Analogamente, definimos a função cosseno por 


cos: R — R 
£ rs cosz. 


As propriedades básicas das funções seno e cosseno são estabeleci- 
das na proposição a seguir, para a qual o leitor pode achar útil recordar 
os enunciados do problema 15, página 37 e do problema 10, página 37. 


Proposição 2.9. As funções seno e cosseno têm como imagem o in- 
tervalo |—1, 1] e são periódicas de período 27. Ademais, a função seno 
é ímpar e a função cosseno é par. | 


Prova. Imediata da discussão das seções 7.1 e 7.2 do volume 2. E 


De acordo com a proposição acima e a discussão contida no pro- 
blema 15, página 37, a fim de esboçarmos o gráfico da função seno, é 
suficiente fazê-lo no intervalo [—7, 7|, copiando em seguida essa porção 
do gráfico em cada um dos intervalos da forma [—-7 + 2kr, r + 2kr], 
ondekeZ. 

Por outro lado, uma vez que a função seno é ímpar, a fim de 
obtermos seu gráfico no intervalo [—7,7|, é suficiente construí-lo no 
intervalo [0, 7]; feito isto, ao refleti-lo em torno da origem do plano 
Cartesiano obtemos (de acordo com o item (c) do problema 10, página 
37, uma vez que a função seno é ímpar) o gráfico no intervalo |—7, 7]. 

Provaremos na seção 4.1 (cf. exemplo 4.10) que o gráfico da função 
seno é uma curva contínua, i.e., sem interrupções. Por outro lado, na 


Bm d 


RE 4 
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seção 5.3 mostraremos (cf. exemplo 5.19) que tal gráfico é “emborcado 


para baixo” no intervalo [0,7]. Assumindo por enquanto a validade 
dessas afirmações, podemos finalmente esboçar o gráfico da função 
seno. 


Exemplo 2.10. Reunindo as informações de que dispomos até o mo- 
mento sobre a função seno em [0,7] (imagem, continuidade e con- 
cavidade), juntamente com o fato de que a mesma é crescente em 
[0, |, decrescente em | 


T 


Z T| e satisfaz sen (m — x) = sen x, a fim de 
esboçarmos razoavelmente o gráfico da mesma nesse intervalo basta 
tabelarmos alguns valores de sen x para x € 0, =|, o que fazemos a 
seguir: 


DHIENENE 
o[1/2[ vê [vp 


De posse das informações acima e utilizando a periodicidade do 
seno, obtemos imediatamente a figura 2.11, primeiro no intervalo [0, 7] 
e, em seguida, no intervalo [—7, m]. 


Figura 2.11: gráfico das funções seno e cosseno. 


Observemos agora que, a partir das fórmulas de adição de arcos, 


ppp 


el 
pill 
des 3 
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temos 


T 
cos x = sen (z+ =) l 


Portanto, o item (a) do problema 10, página 68, garante que, uma vez 
esboçado o gráfico da função seno, obtemos o esboço correspondente 
ao gráfico da função cosseno transladando o gráfico da função seno de 
-7 paralelamente ao eixo das abscissas. Na figura 2.11, o gráfico da 
função cosseno no intervalo [—7, 7] é representado pela curva ponti- 
lhada, situada na faixa do plano Cartesiano entre as retas y = —le 


arado iu Rara 


y =1. 


Vejamos, agora, um exemplo relevante de aplicação das fórmulas 
de adição de arcos da proposição 7.18 do volume 2, o qual nos diz 
como proceder para estudar as funções construídas como uma certa 
soma de múltiplos das funções seno e cosseno. | 


Exemplo 2.11. Dados reais positivos a e b, seja f : R — R a função 


dada por 4 


f(x) = acosx + bsen z. , | 
Escrevendo , 


a b 
EE SUE O na 
acosy+bsenyz=val+b Tp cos £ + een) 


observemos que 


9 2 
a b 
—— | + { — | =1 
=) (=) 


Portanto, o ponto P(e zim) pertence à porção do ciclo tri- 
gonométrico [T situada no primeiro quadrante e, daí, existe um real 
a € (0,5) tal que 


a b 
cosa = ———— e sena=——= 
Va2 + b? Va? + b2 


Ni f 
R 
i dA É 
É 
povo 4 
-A E 
ARE 
SA : 
a i 
TEMA 
FRA 


ie nara cio a i 
Sosa ssa 
ERES Css 


BaO i 
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Figura 2.12: definindo o ângulo a. 


(figura 2.12). Assim, temos das fórmulas de adição de arcos que 


f(x) = acosg + bsengz 
va? + b?(cos a cos x + sen a sen z) 
va? + b? cos(x — a). (2.2) 


Em particular, segue de | cos(x — a)| < 1 que 
Af(a))= va + b?| cos(x — a)| < Va? + b?, 


e não é difícil provar, a partir daí, que a imagem de f é precisamente 
o intervalo |—c, c], onde c = va? + b? (veja o problema 1). 


Voltemo-nos, por fim, ao estudo da função tangente, i.e., da 
função que associa, a cada real x em seu domínio, o número real tgz. 
Uma vez que 


coss =0 g= 3 + ka, Jk EZ, 
o domínio (maximal) da função tangente é o conjunto 
D=R\ {3 +km k E Z), 
de sorte que a função desejada é 


tg: D — R 
LHS tgr 
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Para x € D, temos 


sen (x + 7) 

t £ + T) = ——— Z — = t T, 

s1 ) cos(x + 7) Š 

e é imediato verificar que não existe um real O < p < 7 tal que 
tg (x +p) = tgz, para todo x € D. Portanto, a função tangente é 
periódica de período m. Ademais, uma vez que D é um subconjunto 


de R simétrico em relação a O e 


para todo x € D, concluímos que a função tangente é ímpar. 


Dado o acima exposto, para esboçar o gráfico da função tangente 
2 
garante que o gráfico no intervalo (—Z, 0| é obtido por reflexão em 


é suficiente tê-lo à mão no intervalo [0 ) . De fato, seu caráter ímpar 


torno da origem do sistema Cartesiano da porção do mesmo no inter- 


valo [0, z) . Por outro lado, uma vez esboçado o gráfico no intervalo 
(-3, z), a periodicidade da função tangente nos permite esboçá-lo em 
todos os intervalos da forma (—5 Rm TF kr), com k € Z: basta 
das abscissas, para todo k € Z. 

Provaremos na seção 4.1 (cf. problema 3, página 127) que o gráfico 


transladar o gráfico no ( ) de kr unidades paralelamente ao eixo 


T 


da função tangente, restrita ao intervalo (-3, z), é uma curva conti- 


nua, i.e., sem interrupções. Por outro lado, na seção 5.3 mostraremos 


(cf. exemplo 5.20) que tal gráfico é “emborcado para cima” no inter- 
valo [0, z) . Assumindo por enquanto a validade dessas afirmações, e 
de posse da discussão dos parágrafos anteriores, podemos esboçar o 
gráfico da função tangente de forma análoga ao feito no exemplo 2.10, 


obtendo aproximadamente a figura 2.13. 
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Figura 2.13: gráfico da função tangente. 


Problemas — Seção 2.2 


1. * Sejam a e b reais não ambos nulos, e f : R > R a função dada 


2 por 


f(x) = acosz + bsen z. 


(a) Obtenha, com justificativa, o conjunto Im (f). 
(b) Prove que f é periódica de período 27. 


(c) Esboce os gráficos de f e da função seno em um mesmo 
sistema Cartesiano. 


2. Seja f : R > R a função dada por f(x) = 2seny + cos2z. 
Calcule os valores máximo e mínimo de f, bem como os números 
reais x para os quais f assume tais valores. 


3. (Canadá.) Calcule o número de soluções reais da equação sen x = 


EA 
10º 
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4. Encontre o valor máximo assumido pela função f : [—-1,1] > R 


definida por f(x) = 3x + 4v5 — z?. 


5. (Nova Zelândia.) Seja œ um número irracional dado. Prove que 
a função f : R > R, definida por 


f(x) = cosx + cos(ax), 
para x € R, não é periódica. 


6. Encontre valores inteiros de n para os quais a função f : R > R, 
dada para x € R por 


esses (2) 


é periódica de período 37. 


7. (Canadá.) Prove que a função f : R —> R dada por f(x) = 
sen (x?) não é periódica. | 


CAPÍTULO 3 


Mais sobre Números Reais 


Antes de prosseguirmos em nosso estudo de funções, precisamos 
de um pequeno interlúdio técnico, a fim de apresentar as noções de 
limite de uma sequência (infinita) de números reais e de série conver- 
gente. Dentre outras aplicações, tais noções nos permitirão apresentar 
o importante exemplo de uma série geométrica convergente, bem como 
introduzir o segundo dos dois mais famosos números da Matemática, 
o número e. Apresentamos ainda um famoso teorema de Kronecker 
sobre subconjuntos densos da reta, o qual encontrará várias aplicações 
interessantes, aqui e em capítulos subsequentes. 


!Como o leitor deve suspeitar, o outro é o número 7, definido no volume 2 como 
o valor numérico da área de um círculo de raio 1. 
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3.1 Limites de sequências 


Dada uma sequência (an)n>ı (em R), estamos interessados em re- 
conhecer se os números reais a, se aproximam cada vez mais de um 
certo número real l, à medida que n aumenta; por exemplo, se a, = L 
então é razoável dizer que os números a, se aproximam de O à medida 
que n aumenta, haja vista que o resultado da divisão de 1 por n é 
cada vez menor à medida que n aumenta. Temos então a definição a 


seguir. 


Definição 3.1. Dizemos que uma sequência (a, )n>1 converge para 
um real | quando, uma vez prescrito um erro e > O para o valor de l, 
existir um índice no € N tal que la, — || < e, para todo n > no. 


Alternativamente, se (an )n>1 convergir para l, diremos que a sequên 
cia é convergente e que l é um limite da sequência, o que denotamos 
escrevendo 


lim a, =. 
n>+oo 


n 
An — | ou 


Por fim, uma sequência que não é convergente é dita divergente. 
Em geral, diminuindo a aproximação e > 0, é de se esperar que 
tenhamos de aumentar o natural ny da definição de convergência. Em 
outras palavras, é de se esperar que no dependa de e > 0. De qual- 
quer modo, o importante para assegurar a convergência da sequência 


(an)n>1 é 0 fato de que, fixada arbitrariamente uma aproximação e > 0, 


sejamos capazes de escolher no € N tal que 
n > no => lan- l| <e. 


No intuito de familiarizar o leitor com o importante conceito de 
limite de sequências, colecionamos, no que segue, vários exemplos ele- 
mentares de sequências convergentes e divergentes. 
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Exemplos 3-2: 


(a) Se an = L, então an — 0: de fato, dado e > 0, a fim de que 
jan — 0| < € basta que n > t, assim, uma vez fixado nọ € N tal 
que no > +, temos jan — O| < €, para n > no. 


1 (b) Se an = (—1)”, então (a,)n>1 não converge: de fato, como os 
f termos da sequência são alternadamente iguais a 1 ou —1, não 
podem aproximar-se todos de um mesmo real l (formalize esse 
argumento intuitivo). 
(c) Se an = 1 + LIL então a -> 1: i 1 = ż 
a =, - : isso porque |an — 1| = +, de 
maneira que [am — 1| < € para n > à. 


(d) Se (an)n>1 é uma sequência constante, com a, = c para todo 


J n > 1, então a, > c. 


Exemplo 3.3. Se an = q”, com 0 < |q| < 1, então a, > 0. 


1 


Prova. Como ao l, podemos escrever > = 1 +a, com a > 0. 


Portanto, a fórmula do desenvolvimento binomial nos dá 


1 
= =(1+0)" >1+na 
al 
e, daí, 


|an — 0| = |a|” < 


T i+na 
Assim, se queremos que |a, — 0| < e, basta impormos que a <e 
ou, equivalentemente, que n > à (1 — 1). E 


Exemplo 3.4. A sequência (a,)n>1, dada para n > 1 por q, = 


vn + 1-— yn, converge para 0. 


tt 
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Prova. Veja que a, = Assim, dado € > 0, tome no €E N tal 


1 
Vn+l+vy'nº 
que no > > de sorte que 


1 
n>no>vn+l+vn>vno+l+vno>2vno>— 


e, daí, 


n > no > lan — 0| 


1 
= E a 
Vn+1+vn 
[E 


A definição de convergência de uma sequência não deixa claro se 
o limite de uma sequência. convergente é único. De outra forma, em 
princípio poderia ocorrer que uma certa sequência convergisse para 
mais de um limite. No entanto, como mostra o resultado a seguir, isto 
não ocorre. | 


Proposição 3.5. Se a sequência (an)n>ı convergir, então seu limite é 
único. 


Prova. Sejam |, e l reais distintos e suponha que a sequência con- 
š ; | 1 

vergisse simultaneamente para lı e l2. Tomando e = lh — l2| > 0, a 

definição de limite garante a existência de n1, nz € N tais que 


n >n >an- h| <€ e n>n: > |an- l| < e€. 


“Daí, pela desigualdade triangular, 


n > max{nı, n2} > |l — do] < |an — l| + [an — lo] < 2€ = |h — ləl, 
o que é um absurdo. K 


A proposição a seguir lista algumas propriedades básicas de limi- 
tes de sequências. Para seu enunciado, dada uma sequência (an)n>1, 
definimos uma subsequência da mesma como a sequência obtida a 
partir de (an)n>1, restringindo-nos a um subconjunto infinito N; = 


s 
po 
E 
ah 
EFA 
Ea 
ap 
E 
“8 
pa 
ER 
ti 
E 
aa 
E 
Ee 
Es 
Ro 
A 
“= 
E 
E 
E 


R 


Antonio Caminha M. Neto | 81 


fm < n2 < Nng <`: - } do conjunto de índices. Como a função j > nj 
entre N; e N é uma bijeção, toda subsequência de uma sequência é, 
ainda, uma sequência. Ademais, podemos denotá-la por (an, )keN- 


Proposição 3.6. Se (an)n>ı é uma sequência com limite l, então: 


(a) Se an > a (resp. an < a), para todo n > 1, então | > a (resp. 
|I<a). | 


(b) Toda subsequência (an, )k>1 de (an )n>1 ainda converge para l. 


Prova. 

(a) Suponhamos que a, > a, para todo n > 1, e mostremos que | > a 
(o outro caso é análogo). Por contradição, se | < a, tome e = a —l. A 
definição de limite de sequências garante a existência de um índice no 
tal que n > no = |an — || < €; em particular, para n > no, temos 


an<l+e=i+(a-D=a, 


o que é um absurdo. 


(b) Seja dado e > 0. Como a, —> l, existe um natural no tal que 
lan — l| < €, para n > no. Mas, como ni < na < ng < :-:, existe um 
índice n; na subsequência tal que n; > no para j > t; portanto, para 


tais j, temos |an; —I| < e, o que é o mesmo que dizer que an, — l. E 


Apesar da notação carregada, o item (b) da proposição acima pode 
ser resumido em palavras de uma maneira bastante simples: basica- 
mente ele afirma que, se todos os termos de uma sequência se apro- 
ximam de um real l à medida que aumentamos seus índices, então, 
quando consideramos somente uma parte (ainda infinita) desses ter- 
mos, eles continuam se aproximando de l à medida que aumentamos 
seus índices. | 

A proposição acima possui o seguinte corolário imediato, o qual 
fornece uma condição suficiente para a divergência de uma sequência. 
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Corolário 3.7. Uma sequência que possui duas subsequências con- 
vergindo para limites distintos é divergente. 


Até agora, exceto por alguns exemplos bastante simples, não vimos 
ainda como seria possível descobrir o limite de uma sequência que 
saibamos ser convergente. Para tanto, precisamos entender como é 
possível operar com limites de sequências, problema que examinamos 
a partir de agora. Precisaremos, inicialmente, do seguinte resultado 
auxiliar. 


Lema 3.8. Toda sequência convergente é limitada. 


Prova. Seja (an )n>1 Uma sequência que converge para o limite l. En- 
tão, existe no € N tal que 


n > no => lan — l| <1, 
o que, por sua vez, implica 
n > no => jan| < lan- l+ < 1+ |l. 


Por fim, se L = max(1+lal, |a1|, |a2|,.. . , |ano-1|), então |a,| < L para 


todo n € N, e a sequência é limitada. i 


Proposição 3.9. Sejam (an)n>1ı € (bn)n>1 sequências convergentes de 


números reais e c é um número real qualquer. 


(a) Se an — a, então ca, > ca. 
(b) Se an — a e bn — b, então an bn — a +b e anbn — ab. 
(c) Se an — 0 e (bn)n>1ı é limitada, então anbn — 0. 


(d) Se an > a e bn — b, com b,bn Æ 0 para todo n > 1, então 


an a 
m 
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Prova. 

(a) Se c = 0, então ca, —> 0 = ca. Suponhamos c Æ 0, e seja dado 

e>0. Existe no E€ N tal que n > no > |an — a| < pj: Daí, 


n > no = |ca, — cal = |clla, — a| < |e] - — = e. 


€ 
jel 
(b) Provemos que an + bn > a +b (provar que a, — bp > a— b é 
análogo). Dado e€ > 0, existem nı, nz € N tais que 


€ 
Ami A ape e n> n= bb] < $. 


Portanto, tomando n > max{n1, n2}, temos 


(an + bn) — (a +B)| < Jan =al + lbn -b < $+É =e 


Seja agora L > 0 tal que |bn| < L para todo n € N. Dado € > 0, 
tome no € N tal que 


€ 


n > no > lan — al < — a RR] 
dd | É 2la| +1 


re [bn — b| < 


Então 


[andn — abl |anbn — abn + abn — ab| < |an — a|lbn| + |al|b — bl 


€ € € 
a PETI L º = = 
J) + lal Ei €. 


€ 
=. < = 

2la|+1 2 2 
(c) Seja L > 0 tal que |b,| < L para todo n > 1. Dado € > 0, tomamos 


no € N tal que 


€ 
Eon |dn| 


Então 


n > no > |anbn — 0| = lan lb, < Deg 


(d) Pela última parte do item (b), basta mostrarmos que + > 
Para tanto, observemos que 


1 = ba-b 1º bnbl 


1 
p 


es o ma 
bl bl lb [b] — [bn — b| 


ba b 
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Dado € > 0, escolha no € N tal que 


[bl e 
> — < |b,— b|<-—. 
n>m> 5 | | ; 
Para n > no, temos então que 
1 1 1 bn — b 
| = 2|bn — b| < €. 


ba b|| lol = |bl/2 
E 


Para o que segue, recordemos que uma sequência (a, )n>1 de nú- 
meros reais é simplesmente uma função f : N — R, para a qual 
convencionamos a notação an = f(n). Portanto, (an)n>1 é: 


e monótona crescente (resp. decrescente, não decrescente, não 
crescente) se an < an+1 (resp. an > Qn+1, An E Qn+1, An > Qn41)) 
para todo n > 1. 


e limitada, se existe um real positivo M tal que |a| < M, para 
todo n > 1. | 


O resultado mais importante sobre limites de sequências é o teo- 
rema a seguir, conhecido na literatura como o teorema de Bolzano- 
Weierstrass”. 


Teorema 3.10 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequência monótona e 


limitada é convergente. 


Prova. Suponhamos que (an )n>1 é uma sequência monótona não de- 
crescente e limitada, i.e., que 


aı < az < a3 <: < M, 


para algum M > 0 (os demais casos são análogos). Então M é uma 
cota superior para o conjunto A = {a1,a2,a3,...}, de sorte que a 


2 Após Karl Weierstrass, matemático alemão do século XIX. 


oa 
Ro i 
E 
E 
TA 
E 
E 
Rs 
E 
E 
a 
12 
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proposição 1.14 do volume 1 garante que tal conjunto possui supremo, 


digamos sup 4 = |. Afirmamos que a, — l. Para tanto, seja e > 0 

dado; como | — e não é mais cota superior de 4, algum elemento de 

A é maior que | — e, digamos an, > | — e. Mas, como an, < ano+1 < 

Anos? < `: +, concluímos que an > | — e, para n > no. Assim, para 

n > No, temos | 
[-e<a<li<li-+e, 


como desejado. E 


O teorema acima e a definição de convergência garantem que, se 
uma sequência limitada for monótona a partir de um determinado 
termo, então ela ainda será convergente. Exploramos essa observação 
nos dois exemplos a seguir. 


Exemplo 3.11. Dado um real positivo a, a sequência (a, )n>1 dada 
por an = {a é convergente e seu limite é igual a 1. 


Prova. Sea > 1, então a > a, > ag > > 1, de sorte que, 
pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe | = lim, s,00 Gp. Para 


mostrarmos que | = 1, seja an = 1 + bn. Então 
n 
a=a=(1+b)"D>1+ WE > nbn, 


de sorte que O < bn < L, Portanto, bn — O quando n — +00, o que 
por sua vez garante que an = 1 + bn > 1. 
Se 0 <a< 1ean = «a, provamos analogamente que an > 1. E 


Exemplo 3.12. A sequência (an)n>ı dada por a, = {/n é convergente 
e seu limite é igual a 1. 


Prova. Os termos iniciais da sequência são V2, /3, Y4, ..., eé fácil 
verificar diretamente que v2 < V3e V3 > Y4 > 45. Como 2” > nº 
para n > 4 (por indução, por exemplo), temos as > a, para n > 4, de 
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sorte que a sequência é limitada; portanto, se mostrarmos que ela é 
decrescente a partir de seu terceiro termo sua convergência seguirá do 
teorema de Bolzano-Weierstrass. Para o que falta, dado n > 2 inteiro, 
temos 


1 n 
Yn > "Wn +1 e n"! > (n+1 n> (1+4) | 


Provemos a última desigualdade acima. Para n = 3 ela é de verificação 
imediata; para n > 3, basta mostrarmos que (1 + 1)" < 3. Para tanto, 
observemos que 


INS n\ 1 n\ 1 ny 1 
1+ — = ] + ia e Ea o 
n ljn 2/n njn” 


ny li n! o1 n(n 1) (n-k+1)_ 1 
kJnto kn — k)nt 


e 


de sorte que 


Gi 


| 
ja 
al 
A 
= 3 
Nii 
| a 
+ . 
ATN 
ho 3 
DR 
3 |= 
"a 
+ 
GT 
Ss 8 
à CRP cá 
3 | 


TEE a 
2 92 9n—1 
1 

= 3-3 <3 


Resta mostrarmos que o limite da sequência é 1. Para tanto, se 
an=1l+b,en>2, então 


| — 1 
| 1 2 | 2 
de sorte que | | 
2 2 
Lo ces, 
n— 1 
Portanto bn — O quando n — +oo, o que, por sua vez, garante que 
TA E ES E 


i Hi 7 
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Frisamos que, por vezes, não precisamos mostrar que uma dada 
sequência converge, mas somente garantir que ela possui uma sub- 
sequência convergente. Nesse sentido, o teorema 3.14 a seguir, devido 
a Weierstrass e conhecido na literatura como o teorema de Wei- 
erstrass, dá uma condição suficiente para a existência de uma tal 
subsequência. Antes, contudo, precisamos de um lema importante em 
si, conhecido como o lema dos intervalos encaixantes. No que 
segue, se I C R é um intervalo finito, escrevemos |I| para denotar seu 
comprimento. | 


Lema 3.13. Sejam dados os intervalos 1, = [aņn, bn], n € N, tais que 
LDD D. Se limro |n| = 0, então existe um único | € R 
tal que (1,>1 ln = {2}. 


Prova. Note, inicialmente, que a interseção dos I, é vazia ou unitária: 
de fato, se existissem reais a < b em tal interseção, teríamos [a,b] C 
n>; In; em particular, [a,b] C In e, daí, || > b— a, o que é uma 
contradição. 

Por outro lado, a condição de encaixe 1, D h D 1 D --- garante 
que a <a <as<:: < bı, e o teorema de Bolzano garante a 
existência de | = lim, ,40o Gn. Afirmamos que | € (lp >; In; Como 
| = suplan; n € N}, segue que a, < l para todo n € N. Por outro 
lado, fixado m € N, temos a, < bm, para todo n € N, e o item (a) 
da proposição 3.6 garante que | = lim, .s 100 An < bm. Mas, como o m 
fixado foi escolhido arbitrariamente, temos l < bm para todo m EN. 
Segue então que | E [am,bm| = Im, para todo m € N, conforme 
desejávamos mostrar. o B 


Teorema 3.14 (Weierstrass). Toda sequência limitada admite uma 


“Subsequência convergente. 


Prova. Seja Io = [ao, bo] um intervalo fechado e limitado contendo a 
sequência limitada (an )n>1. Dentre os intervalos [ao, 5 | e [Soto bo], 
escolha um que contenha uma infinidade de termos da sequência (am )n>1, 
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e denote tal intervalo por 1,. Proceda do mesmo modo com 14, obtendo 
um intervalo fechado 1; C 1 tal que || = TA e I contenha uma in- 
finidade de termos da sequência (an)n>1. Prosseguindo indutivamente, 
construímos uma sequência J4, 15, 13,... de intervalos fechados tais que 
LDD D- e|] = |hhl//2, para todo n > 1. Portanto, pelo 
lema dos intervalos encaixantes, existe c € R tal que (),s, Ik = tc). 
Para terminar, escolha nı € N tal que an, € 1; em seguida, após 
ter escolhido n; € N tal que an, E€ 1;, tome n;,1 E N tal que n;,1 > nj 
e An; € j+ (isto é possível pela definição dos 1;). Por fim, um argu- 
mento análogo ao usado na prova do lema dos intervalos encaixantes 
garante que an; — C. = 


O conceito de sequência convergente tem um apelo geométrico bem 
forte, qual seja, a ideia de que os termos da sequência se aproximam 
mais e mais de um certo número real, à medida que seus índices au- 
mentam. Mas também é de se esperar que, se os termos de uma 
sequência ficarem cada vez mais próximos uns dos outros, a sequência 
deva convergir. Esta observação leva à definição a seguir. 


Definição 3.15. Uma sequência (a, )n>1 é dita uma sequência de 
Cauchy se, dado e > 0, existir no € N tal que 


m,n > no > |am — an| < €. 


O resultado fundamental acerca de sequências de Cauchy é o con- 
teúdo do seguinte resultado. 


Teorema 3.16. Uma sequência (an)n>1 é convergente se, e só se, for 


de Cauchy. 


Prova. Seja (a,)n>1 uma sequência convergente, com limite l. Dado 
e > 0, a definição de convergência garante a existência de no € N tal 


que 
€ 


n > m > lan -ll <3 
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Portanto, dados m,n > no, temos 
€ 


2 


RETE EEE ER E E E E 
2 


e a sequência é de Cauchy. 

Reciprocamente, seja (an)n>1 uma sequência de Cauchy. Então, 
existe no E N tal que jam — an| < 1 para m,n > no. Em particular, 
[am — Qmo+1| < 1 para todo m > no, e a sequência tem todos os seus 
termos contidos em 


tas, AZ... » Ono) U (Ano+1 az L, Ano+1 A 1), 


de sorte que é limitada. Portanto, pelo teorema de Bolzano- Weierstrass 
a sequência (an )n>1 possui uma subsequência convergente, digamos 
An, — l. Provemos que, em verdade, a, > l. 

Dado e > 0, existe No € N tal que 


€ 
nk > No > |an, — I| < 5 
Por outro lado, como a sequência é de Cauchy, existe Mı € N tal que 
€ 
m,n > N > |am — an| < z 


Sendo M = max{ Ni, N2} e fixando ng > M, temos 

€ 
2 
de modo que a, > l. | z 


€ 
n > M => |an -l| < |an — an,| + lan, — L| < dd RE 
Vejamos um exemplo interessante de aplicação do teorema acima. 
Exemplo 3.17. Seja (a, )n>1 uma sequência de números reais tal que 
An+2 Eis An+1| É C|An+1 Ei An, 


para todo n € N, onde O < c < 1 é um real fixado. Mostre que tal 
sequência é convergente. 


Ea 
Vi: | 
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Prova. Pelo teorema 3.16, basta mostrarmos que se trata de uma 
sequência de Cauchy. Para tanto, iterando a propriedade satisfeita 
pela sequência, é imediato que, para todo k € N, tenhamos 


lak+ı — ak| < as — al. 


Sejam, agora, n e p naturais dados. Temos 


n+p—1 n+p—1 
lanp- On <> Jamia < > as — a 
k=n k=n 


e a última expressão acima tende a 0 quando n — -+oo, pelo exemplo 
3.3. Portanto, (an )n>1 é, realmente, uma sequência de Cauchy. E 


Problemas — Seção 3.1 


1. * Sejam (an)n>1 e (bn)n>1 sequências convergentes de números 
reais, com lim, 10004 = a e lim, s1000n = b. Generalize o 
item (a) da proposição 3.6, mostrando que se a, < bn para todo 
n > 1, então a < b. 


2. (Hungria.) Seja (R,)n>1 uma sequência infinita de retângulos 
dois a dois distintos no plano Cartesiano, cada um deles com 
vértices (0,0), (an,0), (0,bn) e (an, bn), para algum par de intei- 
ros positivos qn, bn. Prove que há dois desses retângulos tais que 
um contém o outro. 


3. Generalize o resultado do exemplo 3.3, mostrando que, dados 
keNeaeR, comla|>1, temos 2 — 0 quando n — +o. 
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(Torneio das Cidades.) Seja (an )n>1 uma sequência de naturais 
dois a dois distintos, todos maiores que 1. Prove que há infinitos 
naturais k tais que ay > k. 


. Sejam (a, )n>1 € (bn )n>1 sequências de números reais e, para cada 


n E N, seja tn € [0,1] um real fixado. Denote por (c;)n>1 a 
sequência definida por 


Cn = (1 — talan F laO; 
para todo n € N. Se ap, bk — c, prove que Ck > C. 


* Prove o teorema do confronto: sejam (an)n>1, (bn)n>1 € 
(Cn)n>1 sequências tais que a, < bn < cn, para todo n € N. Se 
An» Cn — l, para algum [E R, então c, > l. 


Seja (an )n>1 UMa sequência de números reais tais que, para todos 
os m,n € N, tenhamos 


2MN 


Cm nl S ana 


Prove que a sequência é constante. 


(Austria-Polônia.) Seja (an)n>1 uma sequência de reais positi- 
vos, tais que 


Apso = VGA + Vak, 


para todo k > 1. Prove que a sequência é convergente e calcule 
seu limite. 


Sejam n > 1 um inteiro fixado e to,ti,...,tn reais também fi- 
xados, tais que to + tı + --- + tn = O. Prove que a sequência 
(ak)k>1, dada por 


ap = toVk+tıivk+1 +: +tavk+n 


converge para 0. 


fobia 
ihi 
ii 


ai 
l i 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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(Romênia.) A sequência (£n)n>1 é tal que YZ +2 < Tn < 2, 


“para todo n > 1. Encontre todos os possíveis valores de £1986. 


“o 


(Leningrado.) Seja (an)n>1 uma sequência de números reais tal 
que, para todos m,n € N, tenhamos 


1 
m An — m+n < a np 
[am + +n| En 
Prove que a sequência é uma PA. 
(Bulgária.) Para cada n € N, seja 
e 2 É e 
ORE" O n 


Prove que a sequência assim definida é decrescente, conclua sua 
convergência e calcule o limite correspondente. 


(Romênia.) Sejam k um natural fixado e (a,)n>1 à sequência 
definida por 


com exatamente n raízes quadradas. 


(a) Mostre que (an )n>1 é convergente. 
(b) Mostre que, quando k é ímpar, o limite da sequência é um 
número irracional. 


(c) Encontre todos os valores naturais de k para os quais o 
limite da sequência seja um número inteiro. | 


14. Para cada real positivo a, considere a sequência (a, )n>1 definida 


por a =1e, para k > 1 inteiro, 


| a 
Ak+1 = 3 Ok + — 
Ak 


Prove que a sequência converge para ya. 
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15. (Turquia.) Seja (a,)n>1 uma sequência de inteiros tal que O < 
An+1 — An < «/Qn, para todo n natural. Dados números reais x 
ey com 0 <x < y < 1, prove que existem naturais m e n tais 

ue 
q A 
g< <y. 
An 

16. Seja (an )n>1 uma sequência de reais positivos. Mostre que a 

desigualdade 


l+a, > an1 V2 


se verifica para infinitos inteiros positivos n. 


3.2 Séries de números reais 


Seja (an)n>ı uma sequência de números reais. Pela série 
+00 
> Un; 
n=1 
ou simplesmente > 1 an, entendemos a sequência (s,)n>1, onde Sn = 
a + a2 +- + an para n > 1. O número real s, é denominado a 
n-ésima soma parcial da série > ,,>1 Qn, €e dizemos que tal série 


converge para s € R se a sequência (s,)n>1 de suas somas parciais 
converge para s. Nesse caso, dizemos que s é a soma da série e 


> an =g. (3.1) 


n>1 


escrevemos 


Em outras palavras, quando escrevermos > ,.,, Qk = s, estaremos di- 
zendo que as somas finitas Sn = a + a2 +: * + an se aproximam mais 
e mais do número real s, à medida que n > +00. É nesse sentido que 
a igualdade (3.1) deve ser pensada, como um limite. 

Por vezes, teremos em mãos uma sequência (a@n)n>ọ de números 
reais, em cujo caso a série correspondente será denotada por > so an. 
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Deixamos ao leitor a tarefa (imediata) de adaptar as discussões acima, 
e porvir a tal situação. 

Nosso interesse primordial nesta seção é encontrar critérios que 
permitam decidir se uma dada série é ou não convergente. Caso não 
o seja, diremos que se trata de uma série divergente. Vejamos dois 
exemplos de séries divergentes. 


Exemplo 3.18. As séries >:,s/k e > u>1(—1)º são divergentes. 


Prova. A primeira série diverge por ter n—ésima soma parcial s, = 
l+2+---+n= nnn. logo divergente. No segundo caso, a n—ésima 
soma parcial s, da série é tal que s, = 0, se n for par, € Sn = —1, se 
n for ímpar, de sorte que também é uma sequência divergente. E 


Dada uma série > 1 ln, referimo-nos a um térmo genérico a, 
como o termo geral da série. A proposição a seguir dá uma condição 
necessária para a convergência de uma série em função de seu termo 
geral. 


Proposição 3.19. Se a série > ,>1 Qk é convergente, então ap — 0. 


Prova. Dado e > 0, queremos provar que existe no € N tal que 
n > no > |an| < €. Seja L =>, Pela definição de convergência 
de uma série, existe no € N tal que 

€ 


n > no => (a +a2 +: +an)-— l| < > 


Daí, pela desigualdade triangular, temos, para n > no, que 


ani < |(a1 +a2 +::-+an)— l| + |l — (a +a +--+ an) 
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A recíproca da proposição acima não é válida, i.e., há séries di- 
vergentes Ý`,»; 4 para as quais ap — 0. O exemplo clássico é o da 
série harmônica, i.e., da série > ,>1 +, cuja divergência é discutida 
no exemplo a seguir e encontrará uso posterior nestas notas. 


Exemplo 3.20. Dado n € N, se m é o único natural tal que 2” < 
n <2"+ então 


rli m 
> ->2541 (3.2) 
km2 
k=1 
Em particular, a série harmônica é divergente. 


Prova. Veja que, para todo inteiro k > 1, 


Ega TEE E E NS dad 
2k-1 41  2k-142 9k l 9k 2k 2k 2 
Ne, 
2k—1 vezes 
Portanto, 

Loi Eo 
Eo = o BE q Ex 
j=8 j=3 * 


a 1 1 
= 1J40D o aa 
1 S m 
s TES Z =1+—, 
t To 


. PA is 1 
No que segue mostraremos que, para r > 1 racional, a série > >1 jr 
converge. Para tanto, precisamos examinar a convergência de uma 
série geométrica, i.e., uma série da forma 
k-1 
> q 
k>1 


para um certo real não nulo q. Nesse sentido, temos o seguinte resul- 
tado importante. 
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Proposição 3.21. Dado q € R {0}, a série geométrica Dus 7 


converge se, e só se, O < |q| < 1. Neste último caso, sua soma é igual 


1 
a 7 


Prova. Se |q| > 1 a série geométrica não converge, uma vez que seu 
termo geral q*”! não converge para 0. Suponha agora que 0< lal <1, 
esejasn=1l+tq+- + q"-1. Pela fórmula para a soma dos termos 
de uma PG finita, temos 
a 1 q” 
Sn = ——— = — — 


l-q l-q l-q 


2 º ; 1 
Portanto, para mostrarmos que a série converge para 7, basta 
mostrarmos que q” — 0 quando n — +oo, o que fizemos no exemplo 


33. | | E 
Chegamos, finalmente, ao exemplo prometido. 


Exemplo 3.22. Prove que a série J ok>1 5 converge, qualquer que 
seja o racional r > 1 fixado”. 


Prova. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a mostrarmos que 
a sequência (Sn)n>ı das somas parciais Sn = ),k-1 + é limitada. Para 
tanto, dado n € N, tome m E€ N tal que 2” > n. Então 


1 1 1 
LC e fo ES et + + —>—>————— 
Sn 5 is Qr T 3r a or (2m — 1)” 


l l m—l 
Si e 


1 1 
are ary 


be 
DD aro 


k>0 


(2lm=Dtr-1) 


3Se já tivéssemos definido potências k” com r > 0 real (o que só vamos fazer 
na seção 5.2), o argumento a prova apresentada funcionaria gua iménte bem para 
mostrar que a série > ,p>1 7 é convergente. 
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Mas, como r > 1, temos O < zH < 1, e segue da proposição 


anterior que 
1 = 9r—i 
o 9(r—1)k E psd" 
k>0 


E r—l | A i 
Portanto, concluímos que O < Sn < ST) de sorte que a sequência 
(Sn )n>1 das somas parciais é realmente limitada. a 


Terminemos nossa bateria inicial de exemplos com mais uma apli- 
cação do teorema de Bolzano à convergência de séries. No exemplo 
a seguir, introduzimos uma das mais importantes constantes da Ma- 
temática, o número e, o qual desempenhará papel preponderante na 
seção 5.1. | 


Exemplo 3.23. A série > ,>0 a converge para um número irracional 
e, tal que 2 < e < 3. Em símbolos, 


e = Ei ni (3.3) 


Prova. Seja (Sn )n>o a sequência das somas parciais da série do enun- 
ciado, 1.e., 


= 1 1 1 
RPT T e z] Jrg T 
Para tal sequência, temos claramente 1 = Sọ < S1 < S2 <---; por 


outro lado, como k! > 2*-! para todo inteiro k > 2, temos, para n > 4 
inteiro, que 


~l 1 1 «« 1 8 1 35 
Re EM do 
k=0 k=4 k>4 
onde utilizamos a fórmula para a soma de uma série geométrica na 


última igualdade acima. Portanto, a sequência (Sn)n>ọo é monótona 
e limitada, logo convergente, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass. 


ditas 
RAREN 
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Agora, segue do item (b) da proposição 3.6, juntamente com s2 = 2 e 
35 para todo inteiro n > 4, que 2 < e< 3. 

Mostremos, agora, que e é irracional (de modo que, em particular, 

e Æ 3). Para tanto, observe inicialmente que, para naturais 1 < n < 


m, temos 


DEDE 


a ! e 
1 1 1 (3.4) 
= ——— | I + — + -r +: . 
(n ml na (n+ 2)(n + 3) 
1 n+ 2 
(n+1 Ta erT n + 1º 


onde utilizamos, uma vez mais, a fórmula para a soma de uma série 


geométrica na última igualdade. 
Portanto, ainda para naturais 1 < n < m, temos a partir dos 


cálculos acima que 


poa. f 1 n+2 
net A qe n+’ 
=n+ 


e segue do item (a) da proposição 3.6 que 


l : 1 n+2 
em Sn) (n+D! n+ 1 
Assim, 
E 1 n + 2 
Eno na (n+D! n+1 


Rca tal desigualdade por (n — 1)! e observando que s, = 


Sn—1 + =, concluímos que 


L, 


1 1 n+ 2 
— 1y = E o 
E O m < (n — 1)le < (n — 1)!sn-1 + E ae n(n + 1)? 


RCE CER NENE bei PER 
DR aa Ra ep 
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Escrevendo ty = n!s„ € N para todo inteiro n > 1, e observando que 


l n42 1 l 2 
n n(n + 1)? n (n+1)}2 E 
l 1 2 21 
CS ps ap 


para todo inteiro n > 2, chegamos, por fim, à estimativa 
tn-1 < (n — 1)'e < tn—1 +1, 


válida para todo inteiro n > 2. 
Suponha, agora, que fosse e = > com p,q € N. Fazendo n = 
q + 1 > 2 nas desigualdades acima, teríamos 


ta < (q — 1)!p < t4 +1, 
o que é obviamente uma contradição. | E 


Alternativamente a (3.3), provaremos na seção 5.1 que 


Para uma aproximação de e com cinco casas decimais corretas, veja o 
problema 5. 

Para conhecimento do leitor, observamos que o número e é, de fato, 
transcendente, no sentido da seção 8.1 do volume 6. Uma prova deste 
fato foge ao escopo destas notas e pode ser encontrada em [21]. 

Voltando ao desenvolvimento da teoria, a próxima proposição cons- 
titui-se na análoga, para séries, da proposição 3.9, e tem por finalidade 
nos ensinar como operar com séries convergentes. 


Proposição 3.24. Se > u>1 ak e X p>1 Dk são séries convergentes e c 
é um número real qualquer, então: 


(a) a série »k>1 Cak converge e 2 pa CORE CD si aki 
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(b) a série >Ju>1 (0h + bk) converge e J p>1(0k + bk) = Dou 48k + 


Di bk- 


Prova. 

(a) Se sn é a n—ésima soma parcial da série > ,>1 x, então a n—ésima 
soma parcial da série >>, Cak é CSn. Portanto, segue do item (a) da 
proposição 3.9 que 


X Cak = lim CSn =c lim Sn =c X Qk. 
n— +00 n— -+00 
k>1 k>1 
(b) Se sn € tn são respectivamente as somas parciais das séries > >1 4k 
e 35,1 bk, então a n—ésima soma parcial da série > y>i(Qk + bk) é 
sn + tn. Portanto, o item (b) da proposição 3.9 fornece ? 


> (a A by) = „E (sn + tn) = lim sn+ lim tn = ` ak + >, bk. 


n—>+oo n— +o 
k>1 k>1 k>i 


Uma rápida análise dos argumentos apresentados nos exemplos 
3.22 e 3.23 fornece o seguinte resultado mais geral, conhecido como o 
critério de comparação para a convergência de séries. 


Proposição 3.25. Sejam (ak)k>1 e (bk)k>ı sequências de números 
reais positivos, tais que ag < by para todo k > 1. Se a série > ,>1 bk 
convergir, então a série X`»; ak também convergirá e 


> a < > üp 


k>1 k>1 


Prova. Se sn = > 10MW € tn = J p1 bk, temos O < sn < tn para 


todo n € N. Como a sequência (tn )n>1 é convergente, ela é limitada. 
Portanto, a sequência (sn )n>1 é monótona e limitada, logo convergente 
pelo teorema, de Bolzano-Weierstrass. Para o que falta, basta fazer 
n — +00 na desigualdade s, < tn, utilizando em seguida o resultado 
do problema 1, página 90. E 
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Exemplo 3.26. Existe uma sequência (ay );>1 de números reais posi- 
tivos tal que ambas as séries > 151 ák € p>] ETA convirjam? 


Solução. Suponha que sim. Então, o item (b) da proposição 3.24, 
juntamente com a desigualdade entre as médias, forneceria 


1 1 | 1 2 
Dw+ Dm =>, (a+ z) Es E Ok” k2ax RR 


k>1 k>1 k>1 k>1 


Logo, pelo critério de comparação para séries, a série harmônica seria 
convergente, o que é um absurdo. m 


A seguir, discutimos um critério muito útil para a convergência de 
uma série de números reais positivos com base no comportamento de 
seus termos, critério este conhecido como o teste da razão. 


Proposição 3.27. Sejam (a, )n>1 uma sequência de reais positivos tal 
que “il — l. Sel<h1,asérie>> 0 converge; se l > 1, a série 


J p>1 &k diverge. 


Prova. Provemos que, se | < 1, então a série `~] ax converge (a 
prova da divergência da série no caso l > 1 é análoga). Sendo | < 1, 
podemos tomar l < q < 1. Por definição, a convergência a 5 
garante a existência de no € N tal que 


Un+1 
n > n > "<q 
n 
Portanto, para n > no, temos 

n—l P 

k+1 — 
An = Ano lI —— < Ang” no- 

ak 

k=no 


Assim, para n > no, os termos da série > ,>1 Qk são majorados pelos 
termos da Da anod” "º, a qual converge, pelas proposições 3.24 e 
3.21. Portanto, segue do critério de comparação que a série > 15,1 Ok 
é convergente. E 


ns 
h 
Piha 
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Nas notações da proposição anterior, observamos que, se l = 1, a 
série > ,>1 4 pode convergir ou divergir. De fato, para an = 1 temos 


a k 
k+1 E aa $ 
Ak k+1 
mas a série Duk>I z diverge; por outro lado, para an = 4 temos 
| a k? 
“k+l E Eos i; 
Ak (k + 1)? 


mas a série > ,>1 73 converge. 

Para séries > +51 4 com infinitos termos negativos e infinitos ter- 
mos positivos, os resultados obtidos até o momento nada dizem acerca 
de sua convergência. Remediamos esta situação a partir de agora, co- 
meçando com a seguinte | 


Definição 3.28. Uma série > >, apk é absolutamente convergente 
se a série > ,>1 |4k| é convergente. 


A utilidade do conceito de série absolutamente convergente é evi- 
denciada na proposição a seguir e no exemplo subsequente. 


2 


Proposição 3.29. Toda série absolutamente convergente é conver- 
gente. 


Prova. Seja > ,>/ ap uma série absolutamente convergente e, para 
cada n > 1, sejam Sn = a, +02 +*+ an € tn = lai] + la| +--+ lanl. 
Dados inteiros m > n > 1, temos 
[Sm ~ Sn| = fany + an+ +e aml 
< |an] + lana] +--+ fam] 
tm — tn. | 


Como a sequência (tn )n>1 converge, ela é de Cauchy; portanto, dado 
€ > 0, existe no € N tal quem > n > no > |tm — tn) < €. Com tais € 
e no, segue da desigualdade acima que 


m >n > no => |Sm — Sn| < tm — tn < €, 
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de sorte que a sequência (s,)n>1 também é de Cauchy. Logo, pelo 
teorema 3.16 a sequência (sn )n>1 é convergente, conforme queríamos 
demonstrar. E 


A recíproca da proposição acima não é válida, quer dizer, há séries 
convergentes que não são absolutamente convergentes, sendo o exem- 
(=1)"—1 5 
——— a qual é 


convergente (como caso particular do exemplo mais geral a seguir) e 


plo clássico desse fenômeno fornecido pela série > 1 


tal que a série formada pelos valores absolutos de seus termos (a série 
harmônica) é divergente. 

O exemplo a seguir é devido a G. W. Leibniz“, sendo conhecido na 
literatura como o critério de Leibniz para a convergência de séries 
alternadas. 


Exemplo 3.30 (Leibniz). Se (an)n>1 é uma sequência não crescente 
de reais positivos, tal que an — 0, então a série eN os é 


convergente. 


Prova. Para cada n E N, seja Sn = a + a2 +--+ an. À condição 
q >a>as>---> 0 garante facilmente que 


S1 Z 832 85 Z °“ Z S6 Z $4 Z 8 (3.5) 


Por outro lado, para cada m € N, temos 
|Som-1 = Som | = Am — 0, 


o que claramente garante, em conjunção com (3.5), que a sequência 
(Sn)n>1 é de Cauchy. Logo, (Sn)n>1 é convergente, conforme desejado. 


“Gottfried Wilhelm Leibniz, matemático e filósofo do século XVII, é consi- 
derado, juntamente com I. Newton, um dos criadores do Cálculo Diferencial e 
Integral. De fato, algumas das notações que utilizamos até hoje foram criadas já 
por Leibniz, e resistiram ao teste do tempo. 
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WWW 


Problemas — Seção 3.2 6. * Dada uma sequência (a1,42,43,...) de algarismos, prove que 


existe um único elemento E € R satisfazendo a seguinte condição: 


E ia fixado um erro máximo 


1. Dado um número real a > 1, prove que a série > s1 F é n € N, temos 


I ) 
convergente e calcule sua soma. 


des (Ma Bs Md 


2. Se (an)n>1 é uma PA infinita e não constante de termos positivos, 10 10? 1087 = 107’ 


prove que: para todo natural k > n. 


E (a) À série Yaa é divergente. | cus | = | 
7. Seja (an )n>1 a sequência de números reais positivos definida por 


o) (b) A série Ms é convergente. q = E e an+1 = 42 +an, para n € N. Prove que a série X` >41 EE 


converge e 
1 
Daaa 
koi ~ T 


1 3. (NMC.) Seja A um conjunto finito de naturais da forma 2º3º5º, 
~“ para algum terno (a,b,c) de inteiros não negativos. Prove que 


Sisa 


8. Seja (an)n>ı uma sequência de números reais positivos, tal que 


TEA PRE . 
a série > ,>1 4h converge. Prove que, para todo a > > racional, 
a E a a ; a série 
a 4. Seja (ak)k>ı uma sequência de reais positivos e c > 0 um número ay 
"| ER Z A 
ee real tal que a +ag+:-:+a, < c, para todo n € N. Prove que ho 
É k>1 


a série À é divergente. 
E também converge. 
Ea 5. * O objetivo deste problema é provar que e = 2, 71828, com cinco 


casas decimais corretas. Para tanto, faça os seguintes itens: 9. Sejam (a,)n>1 uma sequência de números reais positivos, tal 


que a série > i>; 4 converge. Prove que a série 2 kzi „/äkūk+1 
também converge. 


(a) Para n > 10 inteiro, prove que 


1 1 1 1 1 1 | | dê E 
101 -+ ET +. dia — Sol (1 + di + E ++ “+ rm) : 10. Sejam (a )n>1 uma sequência de reais positivos tal que an — l. 


. | i ; ) 1 2 o | 
(b) Use o item (a), unia om o fato de que 10! > 2- 10°, (a) Se | < 1, prove que a série ) >, Gy converge 


para provar que O < e — z 1a < 1078. d (b) Se l > 1, prove que a série > >, Qk diverge. 


| | (c) Conclua, a partir de (b), que 2,71828 é uma aproximação 1 (c) Se l = 1, dê exemplos mostrando que a série > >, ak pode 
de e com cinco casas decimais corretas. . | convergir ou divergir. 
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O critério de convergência de séries dado pelo caso | < 1 é co- 
nhecido na literatura como o teste da raiz. 


O critério de convergência de séries dado pelo próximo problema 
é devido ao matemático norueguês do século XIX Niels Henrik 
Abel, sendo conhecido na literatura como o critério de Abel. 


11. Sejam (a,)n>1 € (bn)n>1 duas sequências de números reais satis- 
fazendo as seguintes condições: 


(a) A sequência (sn )n>1, definida para n € N por Sn = q + 
“+ Qn, é limitada. 


(b) bı >b,>b,>-:->0€eb,50. 
Prove que a série > >1 1bk converge. 


—1\k 
12. Use o critério de Abel para provar que a série 2i tu é con- 


vergente. 


13. Mostre que todo 0 < x < 1 admite uma única expansão decimal 
da forma x = 0, ajagas..., com a; Æ O para infinitos valores de 
k. Em seguida, use este fato para dar um exemplo de função 
sobrejetora f : (0,1) — (0,1) x (0,1). 


14. No plano Cartesiano, considere a sequência (A,)n>1 de pontos 
tal que A; = (1,0) e satisfazendo as seguintes condições: 


(i) OA, An é retângulo em An, tal que A,A,m = 1. 
(ii) OAn+14n+2 tem interior disjunto de OA, A,.,1, para todo 
mo 


—> 
Prove que, à medida que n — oo, a semirreta OA, dá infinitas 
voltas em torno da origem. 
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15. Seja T, um triângulo retângulo cujos lados medem 4nº, 4nº*—1 e 
4nº + 1, onde n é um número inteiro positivo. Seja q, a medida, 
em radianos, do ângulo oposto ao lado de medida 4n?. Mostre 


que 
> a = = 


3.3 O lema de Kronecker 


O resultado principal desta seção poderia ter sido visto já no ca- 
pítulo 1 do volume 1. Postergamo-lo pelo simples fato de que sua 
demonstração (bem como as aplicações que dele faremos, aqui e a 
posteriori) é bem mais refinada que o material constante daquele ca- 
pítulo introdutório, cabendo melhor aqui. 

Comecemos recordando a definição a seguir. 


Definição 3.31. Um subconjunto X de R é denso (em R) se, para 
todo a € R e toda aproximação e > 0 dada, tivermos 


XN(a-ca+reo #0. 


Um resultado bastante útil sobre densidade de subconjuntos de 
R é o corolário 3.34 a seguir, conhecido na literatura como o lema 
de Kronecker”. A demonstração que apresentamos para o mesmo 
não é a mais simples possível, mas tem a vantagem de apresentar 
algumas ideias interessantes em si mesmas. Precisamos primeiro de 
outra definição. | 


Definição 3.32. Um subconjunto não vazio G de R é dito um sub- 
grupo aditivo de R se, para todos x,y € G, tivermos x — y E€ G. 


º Após Leopold Kronecker, matemático alemão do século XIX. 
6 Aqui, seguimos, essencialmente, [34]. 
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Evidentemente, {0}, Z, Q e o próprio R são subgrupos aditivos de 


R. Para um exemplo menos óbvio, dados números reais z1,..., £k, É 
imediato verificar (cf. problema 1) que o conjunto 


Gere = {0121 +-+: + akTk; Q1,- , 0k E Z} (3.6) 


é um subgrupo aditivo de R. 

Seja, agora, G um subgrupo aditivo arbitrário de R e tome x € G. 
Pela definição acima, temos 0 = x — x € G. Segue então daí que, para 
x,y E€ G, temos —y = 0 — y € G e, portanto, x + y = x — (—y) E G. 
Logo, G é fechado para a operação de adição, e uma fácil indução 
permite mostrar que 


imame N O Naet. (3.7) 


O teorema a seguir fornece a caracterização dos subgrupos aditivos de 
R que nos será útil. 


Teorema 3.33. Seja G # {0} um subgrupo aditivo de R e G% = 
G NRZ. 


(a) Se inf(G?,) = 0, então G é denso em R. 
(b) Se inf(Gi)=a > 0, então G = Ga. 


Prova. 

(a) Suponhamos que inf (G*%) = 0, e sejam a um real arbitrário ee > 0 
uma aproximação também arbitrária, e provemos que GN(a—e, a+e) + 
0. Como xe G se, e só se, —x € G, basta analisarmos o caso a > 0. 
Se a — € < Otemos0eGN(a-ea+e) e nada mais há a fazer. 
Suponhamos, pois, que a — e > 0. 


A condição inf(G! ) = O garante a existência de x € G] tal que 
x < 2e. Sendo m o maior inteiro não negativo tal que mx < a-—e, 
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afirmamos que (m+1)x € GN(a—e,a+€). De fato, se fosse (m+1)x > 
a + €, teríamos | 


mz<a-e<a+e< (m+ lx, 
de sorte que 
x = (m+ l)x — mez > (a + €) — (a — €) = 2c, 


uma contradição à escolha de x. Portanto, (m + 1)x € (a—<€,a +€) e, 
como xz, mx E€ G, temos também (m + I)r=mz + x € G. 


(b) Se inf(G%) = a > 0, afirmamos inicialmente que œ € G. Para 
tanto suponha, por contradição, que œ É G*. Então a definição de 
ínfimo de um conjunto de números reais garantiria a existência de 
elementos p, y E€ Gi tais que a < 8 < y < 2a. Mas, como G é um 
subgrupo aditivo de R, seguiria daí que res 5 C 6.4 COM 
O<y-b<la-a=a, 
o que, por sua vez, contradiria o fato de que a = inf(G'). Assim, 
a E Gi. | 
Tome, agora, x E€ G' qualquer e faça q = E| er=1-—a E |, 
de sorte que q € Z,,0<r<aex=qa+r. Ser > 0, então o 
fato de G ser um subgrupo aditivo de R implica r = x — qa € GL, 


com 0 < r <a. Mas, como isso contradiz o fato de que a = inf(G*), 
concluímos que r = 0 e, daí, z = qa € Ga. Portanto, 


Gi, C {na; n e N} 
e, como a inclusão oposta já foi estabelecida em (3.7), temos mesmo 
G3 = (na; n € N}. 


Finalmente, como G = G} U {0} U G*, com Gt = (-x; x € G* }, é 
imediato que 


G=Imo;meZ)=G. 


ee 000.0... 
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No corolário a seguir, utilizamos novamente a notação estabelecida 
em (3.6). 


Corolário 3.34 (Kronecker). Se œ é um número irracional, então o 
subgrupo aditivo Gia = {M + na; m,n E Z} de R é denso em R. 


Prova. Por simplicidade de notação, seja G = Gia. Para provar 
que G é denso em R, pelo teorema anterior é suficiente provar que 
inf(G*) = 0. Se este não fosse o caso, novamente pelo teorema anterior 
existiria um real positivo 8 tal que inf(G1 ) = 6 > 0 e G = Gg. Mas, 
uma vez que a é irracional e tanto à quanto 1 + a são elementos de 
* existiriam inteiros não nulos e distintos m e n tais que 


+ 
a= nf e 1+a = mê. 
Logo, por um lado teríamos B = & Q, ao passo que, por outro, 


teríamos 
(m-n)B=(Ll+a)-a=1, 


i.e., ) = = € Q, o que é um absurdo. E 
Nosso próximo corolário refina a conclusão do corolário anterior. 


Corolário 3.35. Se a é um número irracional, então os conjuntos a 


seguir são densos em R: 
(a) A= tm+na; mneZem<0<nt. 
(b) B={m+ na; m nEZen<0< m}. 


Prova. Sem perda de generalidade, suponha que a > 0. Provemos o 
item (a), sendo a prova do item (b) totalmente análoga. Dados a € R 
e uma aproximação € > O, queremos provar a existência de x € A tal 
quea-e<ax<a-e. Suponha que a — € > 0 (os demais casos são 


análogos) e seja ô = minfa, 2e} > 0. 
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Afirmamos primeiro que existem m,n E Z tais quem <0<ne 
m+ na € AN (0,8). Por contradição, suponha que 


mina € AN(0,0) > n< 0. 


Escolha (pelo corolário anterior) xo = mo + noa E€ AN(0,0), com 
no < 0 o maior possível. Como AN (0, xo) é infinito pelo lema de 
Kronecker, podemos tomar x, = my +ma E AN (0, z0), com m < no. 
Então | 


£o — x = (Mo — Mı) + (no — nı ja e AN (0, £o) CAN(O,6), 


o que é uma contradição, uma vez que no—m > 0. Portanto, podemos 
escolher m + na € AN (0,6), com n > 0. Isto posto, se fosse m > 0, 
teríamos m + na > a > ô, outra contradição. Logo, m < 0 e, dal 
AN (0,8) #0. | | | 
Tome, agora, x E€ AN(0,6) e considere os números da forma kz, 
com k € Z,. Sendo kọ o maior inteiro não negativo para o qual 
koz < a — e, afirmamos que (ko + 1)x € (a— e a-+e). De fato, se fosse 
(ko + 1)x > a + e, teríamos 


kox<a-e<a+re< (ko +l)x 
e, daí, 
i>z=(k+Dz-kx>(aro-(a-e=2, 
uma contradição à escolha de ô. E 


Exemplo 3.36 (OBM). Sejam 7 um plano Euclidiano e f : m —> m 
uma função tal que 


d(P,Q) = 1 = d(f(P), HQ) =1, 


para todos P,Q € 7. Prove que f é uma isometria de 7, i.e., prove 


que, para todos P,Q E 7, tem-se d(P, Q) = d( f (P), f(Q)). 


e ua 
ProF 
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Prova. Para P € 7, denotemos f(P) sistematicamente por P”, de 
sorte que d(P,Q) = PQ e (FP), F(Q)) = P'Q'. Mostremos pri- 
meiro que f deve preservar distâncias v3. 


Afirmação 1. 


PQ = V3 > PQ = v3. 


De fato, dados dois pontos P e Q do plano tais que PQ = v3, construa 
pontos R e S tais que os triângulos QRS e PRS sejam equiláteros 
de lado 1 (figura 3.1). Gire o losango PRQS, com centro em P e no 


Figura 3.1: PQ = v3 => PQ' = v3. 


“sentido anti-horário, até obter um losango PTUV para o qual QU = 1. 


Observe que as imagens P, R' e S' de P, Re S formam um tri 
ângulo equilátero de lado 1. Como Q'R = Q'S! = 1, segue que 
Q = P' ou PR'Q'S' é um losango congruente a PRQS (de modo que 
PQ! = v3). Para descartar a primeira possibilidade basta observar 
que, se P' = Q’, então T”, U” e V’ estão todos sobre o círculo de centro 
P' = Q' e são vértices de um triângulo equilátero de lado 1, o que é 
um absurdo. 
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Afirmação 2. Para todo inteiro positivo n, temos 
PQ =n = PQ =n. 


Basta mostrarmos o caso n = 2, sendo o caso geral totalmente 
análogo. Sejam P e Q pontos tais que PQ =2,e Ro ponto médio do 
segmento PQ, tal que PR = RQ = 1 (figura 3.2). Considere pontos 


S T 


F R Q 


Figura 3.2: PQ =2 > PQ =2. 


S e T tais que PRS, RST e QRT sejam triângulos equiláteros de lado 


= 
1, situados em um mesmo semiplano dos determinados pela reta PQ. 
Utilizando a Afirmação 1 duas vezes, é imediato que P'Q' = 2. 
Analogamente, podemos provar que 


PQ=nv3> PQ =nv3. 


Afirmação 3. P'Q' > PQ, para todos os pontos P e Q do plano. 

A fim de provar essa afirmação, seja PQ = l, tal que | não é nem 
natural nem da forma nv3, para algum n € N. Pelo corolário 3.35 
(veja também o problema 2), podemos tomar sequências (Myk)k>1 € 
(nk)k>ı de inteiros satisfazendo as seguintes condições: 


i. mp < 0 < ny, para todo k > 1; 
ii. limys +oo(Mp + Nng V3) = l; 


iii. max{0,l — 1} < my +n v3 < l, para todo k > 1. 
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Vamos mostrar primeiramente que existe um triângulo de lados l, -mg 
e ny3. Para tanto, como my + n:v3 < l, temos | + (=m) > 
np v3; também l+ (my + nkv'3) > 0, o que implica l + ng v3 > my; 
finalmente, a partir del— 1 < Mk + np v3, temos 


n V3 + (=m) > nk V3 + my +1>l. 


Portanto, a desigualdade triangular garante a existência de um ponto 
RET\ PQ tal que PR = n;v3 e RQ = —my; como já temos 
PQ = l, nada mais há a fazer. 

Segue do que fizemos acima que (cf. figura 3.3) PQ + RQ' > 
PR' ou, ainda, PQ' > PR' — R'Q'. Mas, como P'R' = n;v3 e 
R'Q! = —my,, obtemos P'Q' > n;v3 + my. Por outro lado, como 
ng V3 + my — l quando k — +oo, segue daí que PQ zls PQ. 


R' 
R — TNk 
m v3 n Q 
E nk v3 
l 
P | Q p 


Figura 3.3: P'Q' > PQ. 


Considere novamente pontos P e Q do plano, com PQ =l. Com 


base na reta PQ e tendo o ponto P como origem, triangule o plano 
com triângulos equiláteros de lado 1. | 

Pelo que fizemos acima, as imagens por f dos vértices dessa trian- 
gulação formam uma triangulação análoga do plano. Por outro lado, 
se X é um vértice arbitrário da triangulação original (cf. figura 3.4), 
temos X'Q' > XQ, para todo ponto Q do plano. Geometricamente, 
isto significa que Q’ não está no interior do círculo de centro X’ e raio 
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XQ. Mas, como isto vale para todo vértice da triangulação, devemos 
ter necessariamente P'Q' = l. 


VAVAVAVAVAVAN 
AVAVAVAVAVAV; 


AVAVAVEVAVAVA 
AVAVAVAVAVA 


Figura 3.4: PQ =l > PQ =l. 


Problemas — Seção 3.3 
1. * Dados números reais 74,... , £k, Verifique que o conjunto 
Grs, = AZ + tante; M,...,0, E€ ZY 
é um subgrupo aditivo de R. 


x . . . 
2. * Dados a,l € R, com a irracional, mostre que existem sequên- 


cias (My )k>1 € (nk)p>1 de inteiros satisfazendo as seguintes con- 
dições: 


(a) my < 0 < ny, para todo k > 1; 


(b) imp +oo(my + Nga) = 
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CAPÍTULO 4 


Funções Contínuas 


Neste capítulo, formalizamos o conceito de função contínua, pen- 
Le) d sado intuitivamente como uma função cujo gráfico é uma curva sem 
o) | interrupções. Como resultado de nossas discussões, apresentamos cri- 
térios suficientes para garantir a continuidade de uma função e, dentre 
outros resultados importantes, mostramos que toda função contínua 
possui a propriedade do valor intermediário. Por fim, apresentamos 
d várias aplicações interessantes de tal propriedade. 


4.1 Definição e exemplos 


Consideremos, inicialmente, a função f : R > R dada por f(x) = 
{x} (a função parte fracionária), cujo gráfico está esboçado na figura 
4.1. Após um rápido exame, certamente nos sentiríamos confortáveis 
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em dizer que o gráfico em questão é descontínuo, uma alusão à existên- 
cia de vários saltos ao longo do mesmo. Note que isso aparentemente 
não ocorre com o gráfico da função g : R > R dada por g(x) = 1º, o 


qual certamente mereceria ser denominado contínuo. 


Figura 4.1: gráfico de f(x) = {x}. | 


Surge, então, a questão de obter um critério razoável para identi- 
ficar a existência ou não de tais saltos num gráfico, discernindo entre 
duas possibilidades como as acima descritas. Para desenvolvermos al- 
guma intuição sobre como fazê-lo, restrinjamos o domínio da função 
£ + (x) ao intervalo [5,5], denotando a nova função assim obtida 
ainda por f, por simplicidade de notação; concluímos facilmente que 


ini o zl U $a): 


em particular, existem valores de y no intervalo de extremos f (5) e 
f(5), por exemplo y = $, tais que nenhum z € [5, 5] satisfaz f(x) = y. 

Por outro lado, é fácil verificar que tal não ocorre com a função g 
acima; mais precisamente, fixado um intervalo [a,b] C R, se denotar- 
mos por g(la,b|) a imagem da restrição de g a [a,b], i.e., 


g(la,b) = {g9(x) ER; x € a, bh, 
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então, pondo c = max(-—a, b}, temos 


ja2, b?], se0<ac<b 
De] sea<0<b. 
[b2,a2]), sea<b<0 


g(la, b]) ma 


Em particular, para todo y no intervalo de extremos g(a) e g(b), existe 
x E |a, b] (x = +./y, conforme o caso), tal que g(x) = y. 

Estamos, agora, em posição de generalizar a discussão acima, com 
a definição a seguir. Para tanto, em tudo o que segue, X denota uma 
uniao de intervalos da reta, salvo menção em contrário. 


Definição 4.1. Dizemos que uma função f : X —> R possui a pro- 
priedade do valor intermediário se, para todo intervalo fa, b] c X 
e todo y pertencente ao intervalo de extremidades f(a) e f(b), existir 
£o E la, b] tal que y = f(x). 


Figura 4.2: a propriedade do valor Intermediário. 
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g(x) = 1º, x € R, possui tal propriedade. Desse modo, ela aparente- 
mente nos compele a dizer que, se uma função f : X — R possui a 
propriedade do valor intermediário, então f é uma função de gráfico 
contínuo, i.e., sem saltos. Todavia, o leitor pode verificar facilmente 
que a função f : [0,2] > R dada por 


É: se0<gx<l 


a t—->, sel<r<?2 


satisfaz a propriedade do valor intermediário, mas seu gráfico apre- 
senta um salto em x = 1, de sorte que f não é o protótipo do que 
desejamos chamar de função contínua. 

A fim de formularmos adequadamente o conceito de função contí- 
nua, analisemos a situação sob outro ponto de vista. Seja f : (a,b) > 
R uma função dada, xo € (a,b) fixado e Po(xo, f(xo)) € Gy; para 

E (a,b) \ {zo}, seja, ainda, P(x, f(x)) € Gy. Para que o gráfico G; 
de f mereça ser denominado contínuo, nossa intuição diz que, para x 
próximo a zo, devemos ter P próximo a M. 


Figura 4.3: ponto de vista correto para função contínua. 


Mais precisamente, essa proximidade significa (cf. figura 4.3) que, 
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“arbitrado um erro r > 0 para a posição do ponto M (i.e., arbitrado um 


disco D(P; r), de centro P e raio r), devemos ter P € D sempre que 
a abscissa x de P aproximar x, com erro suficientemente pequeno, 
digamos menor que um certo ô > O (leia-se delta). Em símbolos, 
arbitrado r > 0, deve existir à > 0 tal que 


|£ — zo| < 6 > PP <r. (4.1) 


É possível mostrar (cf. problema 2) que a validade da condição 
(4.1) equivale à seguinte descrição geométrica alternativa (figura 4.4): 
arbitrado um erro e > O (lê-se épsilon) para o valor de f em xo, i.e., 
arbitrada uma faixa horizontal 


R x (fixo) — €, f(xo) + €) 


do plano Cartesiano, simétrica em relação ao ponto Po(xo, f(x0)), deve 
existir outro erro ô > 0 tal que, para x € X satisfazendo |x — zo| < ô, 
o ponto P(x, f(x)) pertença à faixa em questão. Isto posto, podemos 
finalmente enunciar a definição formal de função contínua. 


Figura 4.4: elaborando o ponto de vista correto para função contínua. 
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Em tudo o que segue, salvo menção explícita em contrário X C R 
denota uma união de intervalos e Z C R denota um intervalo. 


Definição 4.2. Uma função f : X —> R é contínua em um ponto 
To E X se a seguinte condição for satisfeita: dado e > 0, existe ô > O 
tal que 


reX, lr—- xo) <0= laoa (4.2) 


A função f é dita contínua se o for em todo zo E X. 


Em que pese a discussão geométrica anterior, ao ler a definição 
acima, quase certamente restou ao leitor a impressão de que ela é 
pouco palatável. Sendo esse o caso, recomendamos adiar o embate 
com os épsilons e deltas envolvidos para a seção 6.1, quando o con- 
ceito mais geral de limite de uma função num ponto será discutido 
em detalhe; exceto pela discussão de alguns exemplos e prova de uns 
poucos resultados (quase todos heuristicamente plausíveis à luz da 
discussão geométrica supracitada), tal atitude não resultará em perda 
apreciável de continuidade da exposição. 

Provaremos mais adiante (cf. proposição 4.27) que, se f,9: X > R 
são funções contínuas em To E X, então as funções f +g, fg: X > R 
também são contínuas em zo. Também provaremos mais adiante que, 
se g(xo) £ 0, então existe um intervalo aberto 1, centrado em zo e tal 
que g(x) £ O para todo x E€ X N I. Nesse caso, mostraremos ainda 
que a função + f - X ANI — R é contínua em xo. Por ora, assumiremos 
as afirmações Cs sem demonstração, utilizando-as para apresentar 
alguns exemplos relevantes de funções contínuas!. 


Exemplo 4.3. A função identidade Id : R > R e toda função cons- 
tante são contínuas. | 


1 Também mostraremos mais adiante (cf. teorema 4.15) que toda função conti- 
nua satisfaz a propriedade do valor intermediário. 
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Prova. Vamos mostrar que a função identidade é contínua, deixando 
a prova da continuidade das funções constantes a cargo do leitor. Te- 
mos que mostrar que Id é contínua em zo, para todo xo € R; para 
tanto, de acordo com a definição 4.2, dado € > 0, devemos ser capazes 
de encontrar ô > 0 tal que 


|£ — zo| < ô => |Id(x) — Id(x0)| < €. 
Mas isso é o mesmo que 
|£ — £o| < ô => |£ — Tol < €, 
de sorte que podemos tomar qualquer ĝ € (0, el]. E 


Exemplo 4.4. O exemplo 4.3 garante, juntamente com a discussão 
do parágrafo que o precede, que toda função do tipo z > ax" (a € R 
e k € N) é contínua. Portanto, também é contínua toda soma finita 
de funções desse tipo, i.e., toda função f : R > R do tipo 


f(x) = anz” + au” + ee + aT +0, 


para certos n € N e ao, @1,...,an E R. Uma tal função é dita polino- 
mial. 


Exemplo 4.5. Se f : R — R é uma função polinomial como no 
exemplo anterior, dizemos que xo € R é uma raiz de f se f (xo) = 0. 
Provaremos, no capítulo 3 do volume 6, que o conjunto das raízes 
de uma função polinomial é finito. Portanto, se f e g são funções 


polinomiais e Rg = {£1 < T2 < -++ < Tk} é o conjunto das raízes de 
g, o conjunto 


R \ Rg = (oo, z1) U (£1, £2) U . . . U (Lk—1, Tk) U (xp, +00) 


é uma união finita de intervalos abertos, no qual fica bem definida a 
função 
f 


TAAR 


124 Tópicos de Matemática Elementar 3 


Uma tal função é dita racional, e o exemplo anterior, juntamente 
com a discussão no parágrafo que precede o exemplo 4.3, garante que 
funções racionais são contínuas, onde estiverem definidas. 


Antes de apresentar mais exemplos, precisamos do seguinte 


Lema 4.6. Se c > 0 é uma constante e f : I — R é uma função tal 
que 


f(x) — Fly] < elz — yl, Yx,y € Z, (4.3) 


então f é contínua’. 


Prova. De fato, fixados zo E€ R e € > 0, queremos encontrar ô > Q tal 


que o 

|z = Tol < ô => f(x) = f(xo)| LE 
Mas, uma vez que |f (x) — f(xo)| < clz — zo| < cô para |z — zo| < 0, 
basta tomarmos ô = £ para que | f(x) — f(xo)| < e. E 


Exemplo 4.7. A função modular f(x) = |x|, x E€ R, é contínua pelo 
lema anterior. De fato, segue da desigualdade triangular que, para 
x,y E€ R, temos 


Fæ) — F) = llzl — lyll < le — yl: 


Exemplo 4.8. A função raiz quadrada f:|[0,+00) > R, tal que 
f(x) = x para x 2 0, é contínua. De fato, seja dado e > 0. Se 
zo = 0, então | f(x) — f(xo)] = yx < €, contanto que O < 7 < e 
Re nesse caso basta tomar ó = €°. Se To >0ex>*% a 


VT > “E de sorte que 
|z Di Tol < 2 
VI+ yfo  3yTo 


2Uma função que satisfaz (4.3) é dita Lipschitziana, em homenagem ao ma- 
temático alemão do século XIX Rudolf Lipschitz. | 


La) — f(xo)l = IVE - vol = 


£ — Tol; 
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logo, f satisfaz uma condição do tipo (4.3) no intervalo [&, +00), e um 


argumento análogo ao da prova do lema 4.6 garante a continuidade de 
f em zo. 


Precisamos, agora, do seguinte resultado auxiliar. 
Lema 4.9. Para todo x € R, temos |sen z| < |z]. 


Prova. Mostremos inicialmente que senx < x, para 0 < x < 5. Tal 
desigualdade é óbvia para x = 0; para 0 < x < 5, marque, na figura 


4.5, o arco anti-horário AP de comprimento (AP) F. 


Figura 4.5: |sen z| < |z]. 


2 2 ha RA 
Se Q é o pé da perpendicular baixada de P à reta AM”, então 
seng = PQ < (AP) = 


Agora, como sen (—x) = —sen x, segue imediatamente que |sen £| < 
|x| para |z| < 5; mas, como |senx| < 1 < 5, temos que |sen z| < |z| 


para |x| > 5 e, daí, para todo z E R. Ei 
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De posse do lema acima, o lema 4.6 garante a continuidade das 
funções seno e cosseno, conforme ensina o próximo exemplo. 


Exemplo 4.10. As funções seno e cosseno são contínuas. De fato, a 
partir das fórmulas de transformação em produto e do lema anterior, 
temos para x,y € R que 


|cosz — cosy| = 2 


LA 
ho 


| 
R 

| 
= 


Portanto, o lema 4.6 garante a continuidade da função cosseno, e o 
argumento para a função seno é totalmente análogo. 


Terminamos esta seção examinando a continuidade de uma com- 
posição. O resultado da proposição a seguir é conhecido como a regra 
da cadeia para funções contínuas. 


Proposição 4.11. Se X,Y C R são uniões de intervalos e f: X >Y 
e g : Y > R são funções contínuas, então go f : X > R também é 
contínua. 


Prova. Sejam xo E€ X e yo = f(xo). Dado e > 0, a continuidade de g 
garante a existência de ô > 0 tal que | 
y EY, |y — yo] < ô => |g(y) — g(yo)| < €. (4.4) 


Por outro lado, a continuidade de f garante a existência de ô > O tal 
que | 
x € X, |x — zo| < ®© => | f(x) — f(xo)| < ô. 
| AE AR 
y yo 
Portanto, segue das relações acima (com y = f(x) em (4.4)) que 


z E X, |x — zo| < & = f(x) — f(xo)] < 8 = Ig(F(x)) — g(f(xo))| < €, 


o que estabelece a continuidade da função go f. E 
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O exemplo a seguir mostra um uso típico da regra da cadeia para 
funções contínuas. | 
Exemplo 4.12. A função f : R > R dada por f(x) = sen (x°) é 
contínua. De fato, se g,h : R > R são as funções dadas por g(x) = 
sen x e h(x) = x”, então g e h são contínuas e f = g o h; portanto, f 
é contínua pela regra da cadeia. 


Problemas — Seção 4.1 


1. Prove que: 


(a) A função f : R \ {0} > R dada por f(x) = + possui 
a propriedade do valor intermediário e é contínua, mas a 
função f : R > R dada por | 

l sex+0 
JOER O, sez=0 
não possui tal propriedade. 

(b) A função f : R > R dada por 

r? +1, sex>0 
ra= =i se x <0 


não possui a propriedade do valor intermediário. 


2. * Prove que toda função contínua no sentido da relação (4.1) é 
contínua no sentido da definição 4.2, e vice-versa. 


3. * Se D = R \ (7/24 kr; k € Z}, use o exemplo e a discus- 
são no parágrafo que precede o exemplo 4.3 para estabelecer a 
continuidade da função tangente, 

tg: D — R 
TOS tgr 
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4. * Paran € N, prove que a função x + 4x, x > 0, satisfaz uma 
desigualdade do tipo (4.3) em cada intervalo [a,b] C (0, +00). 
Conclua, a partir daí, que f é contínua. 


5. Se I c R é um intervalo e f : I > R é uma função contínua, 
explique por que a função |f|: Z — R também é contínua. 


6. Explique por que a função f(x) = 4 zeH x € R, é contínua. 


7. Justifique a continuidade da função f : (—1, +00) —> R dada, 


para x > —1, por f(x) = vyts, 


4.2 O teorema do valor intermediário 


Nesta seção, mostramos que funções contínuas definidas num inter- 
valo [a, b] satisfazem a propriedade do valor intermediário e apresenta- 
mos várias aplicações desse fato. Comecemos enunciando e provando 
o lema de permanência do sinal para funções contínuas. 


Lema 4.13. Sejam 1 C R um intervalo e f : I —» R uma função 
contínua. Se £o € I é tal que f(xo) > O (resp. f(xo) < 0), então 
existe ô > 0 tal que 


f (£o) f (£o) 


2 


xz EI, |x — zo| <ô => f(x) > (resp. f(x) < — 


Em particular, f ainda é positiva (resp. negativa) em IN(zo—ô, xo+ô). 


Prova. Façamos a prova no caso em que f(x) > 0, sendo a prova no 
outro caso totalmente análoga. A definição de continuidade garante 
que, para € = io), existe ô > 0 tal que 


Ho) 
2 


ZEI, |e- zo| < 8 = |f(&) — fal < €= 
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Mas, a última desigualdade acima acarreta que 


fæ) — t) > -E 
o que é o mesmo que f(x) > izo. para todo x € I tal que |x — Tol < 


Ó. E 


Uma aplicação judiciosa do lema acima é o que nos permite provar 
a propriedade do valor intermediário para funções contínuas definidas 
num intervalo [a,b]. (Começamos com um caso especial da mesma, 
conhecido como o teorema de Bolzano”, para o qual o leitor pode 
achar conveniente revisar a definição e as propriedades elementares 
do supremo de um conjunto não vazio e limitado superiormente de 
números reais (cf. capítulo 1 do volume 1). 


Teorema 4.14 (Bolzano). Seja f : [a,b] > R uma função contínua. 
Se f(a)f(b) < 0, então existe c € (a,b) tal que f(c) = 0. 


Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0 < f(b), e 
seja 
A=(xela,b); f é negativa no intervalo fa, x)+. 


Como a € A por hipótese, temos 4 Æ Ø. Por outro lado, A é limitado 
(uma vez que AC [a,b)) e, portanto, existe c = sup 4. 

Note inicialmente que c > a, pelo lema de permanência do sinal. 
De fato, se fosse f(a) < 0, teríamos, de acordo com aquele resultado, 
a existência de 0 < ĝ < b — a tal que f(x) < 0 para x € |a,a + ô) e, 
daí, c>a+ôð. 

Agora, afirmamos que f(c) = 0. Por contradição, suponha pri- 
meiro que f(c) < 0. Então c < b (uma vez que f(b) > 0) e, novamente 
pelo lema de permanência do sinal, existiria 0 < ô < b — c tal que f 
seria negativa em (c—ô,c+ô)N la, b|. Mas, como c = sup 4, podemos 


3 Após Bernard Bolzano, matemático alemão dos séculos XVIII e XIX. 
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tomar d € (c—ó,c)NA, de sorte que f < O em Ja, c1]; portanto, tería- 
mos f < 0 em [a, d]U (c — ô, c+ È] = [a, c+ È], contradizendo o fato de 
ser c = sup 4. Por outro lado, se f(c) > 0, existiria ô > 0 tal que f 
seria positiva em (c — ô,c +ô) N |a, b|; em particular, AN (c — ô, c| = Ø 
e, daí, teríamos sup 4 < c — ô, uma nova contradição. Logo, a única 
possibilidade é termos f(c) = 0. E 


O teorema a seguir é conhecido como o teorema do valor inter- 
mediário. Como é costume na literatura, doravante nos referiremos 
ao mesmo simplesmente como o TVI. | 


Teorema 4.15 (TVI). Sejam f,g : [a,b] — R funções contínuas. Se 
f(a) < gla) e f(b) > g(b) (ou vice-versa), então existe c € (a,b) tal 
que f(c) = g(c). Em particular, se um real d pertence ao intervalo de 
extremos f(a) e f(b), então existe c € (a,b) tal que f(c) = d. 


Prova. Para a primeira afirmação, note que a função h = f — g é 
contínua e tal que A(a)h(b) = (f(a)— g(a))(Ff(b)— g(b)) < 0. Portanto, 
o teorema de Bolzano garante a existência de c € (a,b) tal que A(c) = 
0, i.e., tal que f(c) = g(c). O caso particular em questão é obtido 
fazendo g igual à função constante e igual a d em [a, bl. E 


No que segue, discutimos algumas aplicações interessantes do TVI. 


Exemplo 4.16. Seja f : [0,1] > [0,1] uma função contínua. Prove 
que existe um real 0 < c < 1 tal que f(c) = c (i.e., que f tem pelo 
menos um ponto fixo). 


Prova. Se f(0) = 0 ou f(1) = 1, nada há a fazer; senão, f(0) > 0 e 
f(1) < 1. Considerando a função g : [0,1] > R dada por g(x) = z, 
temos, então, f(a) > g(a) e f(b) < g(b), e o TVI garante a existência 
de 0 < c < 1 tal que f(c) = g(c) (ou, o que é o mesmo, f(c)=c). E 


Exemplo 4.17. Se f : R > R é uma função polinomial da forma 


fix) = 02" Fanar +... mxta, 
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com 49,;01,...,0n E R, an Æ 0 e n ímpar, então a imagem de f é 
o conjunto de todos os números reais. Em particular, f possui pelo 
menos uma raiz real. 


Prova. Dado d € R, faça g(x) = f(x)—d. Então g : R — R também é 
polinomial, e basta garantirmos a existência de c € R tal que g(c) = 0. 

O argumento do parágrafo anterior reduz nosso problema a mostrar 
a existência de c € R tal que f(c) = 0. Para tanto, suponhamos, sem 
perda de generalidade, que a, > 0. Então, para x Æ 0, repetidas 
aplicações da desigualdade triangular fornecem 


f(x) An—1 a1 ao 
a = Gn + E A a a 
e oie OO 
x qn—l qn 

> am m = Ai -|5 

£ mca no 

— = [An = on | |ao| 

ee e E A ql 

| jej lap 


Portanto, se |z| > 1, então |z| < |z|? < --- < |x|” e, daí, 


f(z) Lo 
2 Im >. a ;|, 
9=0 


y” “el 


o qual, por sua vez, é positivo para |z| > +5 Her ja ;|. 
na e 
Em resumo, se 


n—l 
1 
A > max < 1. — ` | 
f a tp 


J=0 


então fiz) > 0 para x = +A. Mas, como n ímpar, segue que f(—A) < 
0 < f(A) e o TVI garante a existência de c € [—A, A] tal que Jes 
0. 

E 
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Exemplo 4.18 (Romênia). Existe uma função contínua f:R —> R 
tal que 


f(z) E Q & flr+1) É Q? 


Solução. Suponha que exista uma tal f e defina g : R — R por 
g(x) = f(x+1)— f(x). Então, g é contínua (pela regra da cadeia para 
funções contínuas) e, pela condição do enunciado, transforma todo 
número real num irracional. Mas, como todo intervalo não degenerado 
contém números racionais (cf. problema 1.5.2 do volume 1), a fim de 
não obtermos uma contradição ao TVI a única possibilidade é g ser 
constante. Assim, existe um número irracional a tal que f(x + 1) — 
f(x) = a para todo x € R e, daí, 


f(z +2)— Hx) = Hx +2)- flo+ D+ f(z +1)- fla) = 20, (4.5) 


também para todo x € R. 

Afirmamos, agora, que existe xo € R tal que f(xo) € Q; de fato, 
tome um real qualquer a; se f(a) não for racional, segue de nossas 
hipóteses que f(a + 1) será racional e basta, então, tomar x) = a 
ou xo = a + 1. Por outro lado, fixado um tal £o, nossas hipóteses 
asseguram que 


f(x) E Q > flw +) EQ > f(to+2) €Q. 


Logo, f(xo + 2) — f(x9) E€ Q, o que contradiz (4.5) e termina a de- 
monstração. | H 


Para o exemplo a seguir, recorde que uma função f : R > R é par 
se f(—x) = f(x), para todo real z. 


Exemplo 4.19. Seja f : R > R uma função contínua e tal que 
F(f(x)) = z? + 1, para todo x € R. Prove que f é par. 


Antonio Caminha M. Neto 133 
[DDD > >>> ëO 


Prova. Note inicialmente que, para cada z € R, temos 


Fa) =2+1 > FE) = f(22 +41) 
| > Ha/+l=f(224+1) 
> f(e) +1=f(-z}+1 

=> Joca) 


Agora, se f(a) = f(8) = 0, então 
a +1 = f(f(a)) = f0) = F(F(8)) = 2+1, 


de modo que f tem no máximo dois zeros. Há três possibilidades: 


e f(x) £ 0, para todo real x: pelo TVI, f tem sinal constante em R. 
Mas, como f(x) = +f(—x) para todo real x, segue que f(x) = f(-x) 
para todo real z, e f é par. 


e f tem um único zero, digamos em x = q: como f(-a) = +f(0) = 0, 
devemos ter œ = —a, de modo que a = 0. Mas, daí, | 


HHO)=0+1=1> f(0)%0, 


o que é uma contradição. 


e f tem exatamente dois zeros, em £ = ae x = —a, para algum a > 0: 
pelo TVI, f tem sinal constante no intervalo (—a,a). Considere a 
função g(x) = f(x) — zx. Se f>0em (—a, a), então 


H0)=F0)-0>0 e g(a) = f(a) -a = —a < 0, 


de modo que existe 0 < c < a tal que g(c) = 0. Se f<0em (—a, a), 
então 


g(0) = f(0)-0 <0 e g(~a) = f(-a) - (~a) = a > 0, 
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de modo que existe -a < c < 0 tal que g(c) = 0. Em qualquer caso, 
f admite um ponto fixo c. Mas 


fl)j=e>ec=Hi)=d+1>d-c+1=0, 
o que é um absurdo, haja vista tal equação não possuir raízes reais. W 


Exemplo 4.20. Sejam m,n > 1 inteiros fixados. Calcule, para x > 0, 
o número de soluções da equação | 


l 1 1 1 
pag a a CR A 


Solução. Afirmamos que a equação acima admite somente uma solu- 
ção. Primeiramente, note que, para x > 0 e k inteiro positivo, a função 
o E é decrescente, ao passo que a função x > «/z é crescente. Mas, 
como uma soma de funções crescentes de mesmo domínio é crescente 
e uma soma de funções decrescentes de mesmo domínio é decrescente 


(prove este fato!), concluímos que as funções f,g : (0, +00) > R tais 
que 
1 
— +> +. + — eglo)=r+vz+Vz++YVL 
EE "gs gm 
são, respectivamente, decrescente e crescente: Como as soluções da 
equação do enunciado correspondem aos valores positivos de x tais 
que f(x) = g(x), o problema 1, página 52, garante que tal equação 
tem, no máximo, uma solução. 
Para mostrarmos que há de fato alguma solução, vamos usar o 


TVI, observando inicialmente que f e g são claramente contínuas em 
(0, +00). Para tanto, consideremos dois casos separadamente: 


e para x > 1, temos 
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de maneira que f(x) < 


se Z < nX/L, i.e., se 


g > max (1, (mm | 


e para 0 < x < 1, temos 


e g(x) > n/x. Em particular, f(x) < glx) 
> (Z2)"t. Portanto, f(x) < g(x) para 


m 
z 
T£ 


S 


1 1 
s Si dp do na ADE T: 
qm rT? xz 


de maneira que f(x) > 
se 2 > nyx, i.e., se 


Teg(z)<n/z. Em particular, f(x) > g(x) 
£ 
0< T< min (1, (=) |. 


< (2), Portanto, f(x) > g(x) para 


Finalmente, a discussão acima garante que podemos tomar reais 
0<a< 1< b tais que f(a) > gla) e f(b) < g(b), de maneira que o 
TVI garante a existência de c € (a,b) tal que f(c) = g(c). E 


Terminamos esta seção utilizando o TVI para estudar a continui- 
dade da inversa de uma função contínua cujo domínio é um intervalo. 


Teorema 4.21. Se I C R é um intervalo (resp. aberto, fechado ou 
semiaberto) e f : I — R é uma função contínua, então f é injetiva se, 
e somente se, f é crescente ou decrescente. Ademais, em um qualquer 
desses casos temos que: 


(a) a imagem de f é um intervalo J (resp. aberto, fechado ou semi- 
aberto): 


(b) f: J > I é contínua. 


Prova. Se f não é injetiva, então f claramente não pode ser nem 
crescente, nem decrescente. Reciprocamente, se f não é nem crescente, 
nem decrescente, então existem a < b < cem J tais que f(a) < f(b) > 


pi | 
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f(c) ou fla) > f(b) < f(c). Suponha que f(a) < f(b) > f(c) (o outro 


caso é análogo) e escolha d € R tal que 


max{ f(a), f(c)} < d < f(b). 


O TVI garante a existência de £o € (a,b) e xı E (b, c) (logo £o, xı € T) 
tais que f(xo) = de f(x1) = d, de modo que f(xo) = f(x1). Em 
particular, f não é injetiva. 

Para o item (a), suponha f crescente e I = (a,b), com a,b E R (os 
demais casos são totalmente análogos). Para cada intervalo [c,d] C 
(a,b), o TVI e o fato de f ser crescente garantem que a imagem por 
f do intervalo [c,d] é o intervalo [f(c), f(d)]. Mas, como 


1 1 
(a,b) = U la+ ido 9 À 
n>1 
é imediato verificar que 


Im (9) = U É (+3) s(1-5) = (c,d), 


n>1 

onde c = inf{ f(x); x € (a,b)} e d = sup{ f (x); x € (a,b)+. 
Mostremos por fim o item (b), supondo ainda que f : (a,b) > (c,d) 

é crescente. Então (cf. problema 5, página 43), f+ : (c,d) > (a,b) é 

crescente. Agora, fixado y € (c,d), seja xo = f (yo). Dado e > 0, 


queremos ô > 0 tal que 


E (c,d), ly- vol < 8 =>) -SHw)l<e (46) 


Para tanto, seja do = min{yo — c, d — yo) e suponha, inicialmente, que 
O < < d (de sorte que a condição |y — yo| < ô seja suficiente para 
garantir que y € (c,d)). Denotando x = f~t(y), temos y = f(x) e 
podemos reescrever (4.6) da seguinte forma: queremos 0 < ó < ôo tal 
que 

|f (£) — f(xo)| < ô = |z — xo) < €. 
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Observe que podemos supor € > 0 tão pequeno que zo + € € (a,b) 
(senão, diminua o e > 0 dado, de forma que essa condição seja satis- 
feita). Lembrando que f é crescente, tome 


O < ô < min{ôo, f (£o + €) — f (z0), f(£0) — f (£o — €)}. 
Então, 
F(a) — f(z) <8 => fx) — Fizo) < fixo + €) — flxo) 
> f(z) < f(zo +e) =£ < Tote 
e, analogamente, 
f(x) — f(xo) > -ô => z > to — €. 


Em qualquer caso, a escolha acima para ô garante que 


f(z) — f(zo)| <8 = —ő < f(z) — fixo) <8 
> —€E<T-— To <€ 
> r= E 


conforme desejado. W 


Como primeira aplicação do teorema acima, damos uma prova al- 
ternativa para o problema 4, página 128. 


Exemplo 4.22. Para n € N, a função potência n-ésima é a função 
f:R > R dada por f(x) = x”. Se n é par, denote ainda por f a 
restrição f : [0 + œ) > R; como f é contínua, crescente e f(k) = 
k” > k para k € N, temos pelo TVI que Im(f) = [0,+00), e o 
teorema anterior garante a (boa definição e a) continuidade da função 


ft: [0, +œ) — [0, +00) | 


f + Yr 
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Analogamente, se n é ímpar, então f é contínua, crescente, Im (f) =R 


e 
ft: R — R 


rt => Yr 
é contínua. Em qualquer um dos casos acima, a função f~! é denomi- 
nada a função raiz n-ésima. 


O próximo exemplo introduz inversas para restrições apropriadas 
das funções seno, cosseno e tangente. 


Exemplo 4.23. A restrição da função seno ao intervalo |[—-5, 5], que 


[—-Z,7| > [—1,1], é uma bijeção contí- 


também denotaremos por sen : |[-5,5 


nua e crescente. A função arco-seno é sua inversa arcsen : [-1,1| > 


a a 


[-3, 3], de sorte que, para x € [-1,1] e y € [-3,5] 


arcsen z = y + sen y = T. 


Observe ainda que, graças ao teorema 4.21, a função arco-seno é cres- 
cente e contínua. 

Denote também por cos a restrição da função cosseno ao intervalo 
[0,7], de modo que cos : [0,7] — |—-1,1] é uma bijeção contínua e 
decrescente. A função arco-cosseno é sua inversa arccos : |—1, 1| > 
[0, 7], a qual é contínua (novamente pelo teorema 4.21) e decrescente. 
Veja também que, para x € [0,7] e y € i. temos 


arccos T = y & Cosy = Tr. 


Por fim, a restrição da função tangente ao intervalo (-3, z) é uma 
T 
2 


arctg : [—-1,1] > [-5,5|, é contínua e crescente. Também, temos 


bijeção contínua tg : (—5, ) — R, de sorte que sua inversa, a função 


arctg r = y € tgy = a. 
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Problemas — Seção 4.2 
1. A função contínua f : (—o0, 1) U (1, +00) > R, dada por 


fx, se melo, . 
a se x € (1, +00) | 


satisfaz f(0) < 5 < f(2), mas não existe c no domínio de f tal 
que f(c) = 5. Por que esse exemplo não contraria o TVI? 


2. Calcule o número de soluções reais de cada uma das equações 
abaixo: 


(a) |x|+1 = zt. 
(D) cosa = r 


(c) sen z = 


BAIS 


3. Mostre que a função f : R —> R dada por f(x) = xºsenz é tal 
que seu gráfico intersecta toda reta não vertical em um conjunto 
infinito de pontos. 


4. Dado n > 1 inteiro, explicite uma função contínua f : [0,1] > 
|0, 1| com exatamente n pontos fixos. 


5. (Bulgária.) Sejam n > 1 inteiro e a1,az2,...,@ņn reais positivos 
dados. Prove que a equação 


Vlil+arz+vyl +a +::--+vyv1+ant = nr 
possui exatamente uma solução real positiva. 


6. Sejam z1, £2,..., £n reais escolhidos do intervalo [0,1]. Prove 
que existe x € [0,1] tal que 


|£ — zı| + |£ — zo| +--+ |£ — za] = 


JE 
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T. 


14. 


10. 


11. 


12. 


(Leningrado.) Seja f : R —> R uma função contínua satisfa- 
zendo, para todo x € R, a relação f(x)f(x+2)+ f(£+1)=0. 
Mostre que existem infinitos valores reais de x tais que f(x) = 0. 


. (Leningrado.) Seja f : R —> R uma função contínua tal que 


flo) f(f(x)) = 1, para todo real x. Se f(1000) = 999, calcule 
f(500). 


. (Austrália.) Encontre todos os a € R tais que, para toda função 


contínua f : [0,1] > R satisfazendo a condição f(0) = f(1), 
exista xo € [0,1 — a] para o qual f(xo) = f(xo + a). 


Seja f:R — R uma função tal que f(x +1)f(f(x)+1)+1=0, 
para todo real x. Prove que f não é contínua. 


Encontre todas as funções contínuas f : [0,1] — [0,1] tais que 
(fo f)(x) = x, para todo x € [0,1]. 


* Sejam dados um intervalo 1 e um subconjunto não vazio J de 


I, tendo as seguintes propriedades: 


(a) Para todo xo € J, existe ô > O tal que (x—ó,xo+9)NJ C I. 


(b) Se (an)n>1 é uma sequência de pontos de J e l € I é tal que 
ân — l, então LE J. 


Mostre que J = I. 


. * Se f : [0,1] — R é uma função contínua, tal que f(r) > O para 


todo racional diádico r € [0,1], prove que f(x) > 0, para todo 
x € [0,1]. 


Se a é um irracional dado, encontre todas as funções contínuas 
f : R —> R tais que 


f(z) = f(z +1) = f(z +a), 


para todo x €E R. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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(Crux.) Seja f : R — R uma função contínua que assume valores 
positivos e negativos. Dado k > 2 natural, prove que existem 


reais 41, @2,...,đ@ķ em progressão aritmética e tais que 


flai) + fla2) +--+ flak) = 0. 


(Torneio das Cidades.) Prove que, para cada natural n, o gráfico 
de qualquer função contínua e crescente f : [0,1] — [0,1] pode 
ser coberto por n retângulos, cada um dos quais de área = e 


lados paralelos aos eixos coordenados. 


(Leningrado.) Seja f : R — R uma função contínua tal que, 
para todo real x, tenhamos f(x + f(x)) = f(x). Prove que f é 
constante. 


(Bielorrússia.) Encontre todas as funções f,g,h : R > R tais 
que, para todos x,y € R, tenhamos 


Fe +y”) + gl£? + y) = h(zy). 


4.3 Continuidade sequencial 


Nesta seção, relacionamos os conceitos de limite de uma sequên- 


cia convergente e continuidade de uma função. O resultado principal 
é a proposição a seguir, a qual será utilizada diversas vezes no que 
segue. Em palavras, ela assegura que funções contínuas são caracteri- 
zadas pela propriedade de transformarem sequências convergentes em 
sequências convergentes. 


Em tudo o que segue, 1 denota um intervalo da reta. 


Proposição 4.24. Uma função f : I > R é contínua se, e só se, 
a seguinte condição for satisfeita: para todo a E [ e toda sequência 
(an)n>1 de elementos de J, temos 


lim an=a = dim f(an)= f(a). 


n—>+oo n>+oo 
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Prova. Inicialmente, suponha que f é contínua. Então, dado e > 0, 
existe à > 0 tal que 

x EI, |jxr—-a)<ó=|f(x)— f(a)|< e. 


Seja, agora, (Gn)n>1 uma sequência de elementos de I, convergindo 
para a € I. Como lim, .,.co O = q, existe no € N tal que 


n > no > |an — a| < ô. 
Logo, a conjunção das duas condições acima garante que 
n > no = |an — a| <ô = |f(an)— fla)| <e, 


o que é o mesmo que dizer que liMn—+o J (an) = f(a). | 
Reciprocamente, suponha que f não é contínua em a € I. Então, 
a negação da definição de continuidade garante a existência de € > 0 


tal que, para todo ô > 0, temos |f(x) — f(a)| > € para algum x € I 
satisfazendo |x — a| < ô. Em particular, tomando n E Ne ô = +, 


verificamos a existência de a, € I tal que 
1 
lan -a| <= e |Han) — fla) 2 e 


Em particular, segue das condições acima que a sequência (An)n>1 
“assim construída converge para a, ao passo que a sequência (f(a,))n>1 


não converge para f(a). E 


Ilustramos a importância da proposição acima em dois exemplos, 


o primeiro dos quais fornece outra prova para o resultado do exemplo 
312: 


Exemplo 4.25. Se a > 0 e a, = «/a, então an —> 1. 


Prova. Façamos a prova no caso em que a > 1, sendo a prova para o 
caso O < a < 1 totalmente análoga. Sea > 1,entãoa, > am È 1, 
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para todo n € N. Portanto, sendo monótona e limitada, a sequência 
(an)n>1 é convergente pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, digamos 
para l > 1 (aqui estamos usando o item (a) da proposição 3.6). Agora, 
a continuidade da função z > yz, x > 0 garante, mediante o emprego 
da proposição anterior, que 


an —> l > à DD Vl > am > V1, 


onde utilizamos, na última implicação acima, que aon = Van. Mas, 
como toda subsequência de uma sequência convergente converge para 
o mesmo limite, temos também que ao, —> l , € a unicidade do limite 
de sequências fornece | = vl, de sorte que | = 1. E 


Exemplo 4.26 (Suécia). Ache todas as funções contínuas f:R>R 
tais que f(x) + f(x?) = 0, para todo z € R. 


Solução. Seja f uma função qualquer satisfazendo as condições do 
enunciado. Fazendo respectivamente x = 0 e z = 1, obtemos TO= 
f(1) = 0. Por outro lado, uma fácil indução garante que, para x > 0 
enenN, 


SC Va)|= fa) 


Fixe um real positivo x e seja a, = x para n € N. Como 
a função |f| também é contínua e a, = 2 — 1 pelo exemplo 


anterior, segue da proposição 4.24 que 
|f Can) — IF| = 0. 


Por outro lado, |f(an)| = |f(x)| para todo n garante que |f(an)| = 


|f (x)|, de maneira que |f (x)| = 0, pela unicidade do limite de sequên- 
cias. 


Finalmente, dado x > 0, temos 


0 = Ho) + Ho) = f(-2) + (2°) = f(x), 


2 E : 
uma vez que xf > 0 = f (x?) = 0. Logo, a única função satisfazendo 
as condições dadas é a função identicamente nula. E 
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A proposição acima permite provar facilmente as afirmações feitas 
no parágrafo sucedâneo à definição 4. 2. Antes, contudo, vale obser- 
varmos o seguinte: se g : I > R é uma função contínua em zo E T e 
g(xo) Æ 0, o lema 4.13 garante a existência de ô > 0 tal que a função 
g não se anula no intervalo J = £ N (xo — ô, xo + ô). Portanto, ao 
considerarmos a função + - tal que > (x) = = OL sempre suporemos que 
seu domínio é o o intervalo. I Isto noso: vamos ao resultado prometido. 


Proposição 4.27. Se f,g : I >R são funções contínuas em qo E Í, 


então: 
(a) As funções f +g, J:9 também são contínuas em To. 


(b) Se g(xo) #0 e J C I é um intervalo tal que g + 0 em J, então 
a função Í . J — R também é contínua em To. 


Prova. Seja (an)n>1 uma sequência em I, tal que lim, +00 On = “Lo. 
A continuidade das funções f e g em xo garante, de acordo com a 


proposição anterior, que 


lim f(an)=f(xo) e lim g(an) = g(xo). 


n—+00 n—+o0 


(a) Segue da proposição 3.9 que 


lim (f=9)(0m) = „lim (Flan) E glan) 
= lm flan) + di lim glan) 


= f(z) +g(z0) = t + g)(x0). 


Portanto, novamente pela proposição anterior, as funções f + g sao 
contínuas em zo. O argumento para a função f -g é análogo e será 
deixado ao leitor. 
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(b) Como a, — zo E€ J, descartando um número finito de termos, se 
necessário, podemos supor que a, € J, para todo n > 1. Portanto, 


E | Ea : flan) a limpo flan) 
a q (0n) E a glan) lim sroo glan) 
F(xo) =» f 

g(xo) p 


e, utilizando uma vez mais a proposição anterior, concluímos a prova 
da continuidade da função t : J — R em zo. E 


A seguir, definimos uma noção mais forte de continuidade para 
funções, a qual mostramos em seguida ser equivalente à noção usual 
para funções definidas em intervalos 1 = [a,b] CR. 


Definição 4.28. Uma função f : I — R é uniformemente contínua 
se a seguinte condição for satisfeita: dado e > 0, existe ô > O tal que 


x,y E I |x- y| < ô= |f) - Fy) < e (4.7) 


Em palavras, a diferença entre a definição de função uniformemente 
contínua e a definição de função contínua é que, dado € > 0, para uma 
função uniformemente contínua o à > 0, cuja existência é garantida 
pela definição acima, serve para todos x,y E I; por outro lado, na 
definição 4.2 (de função contínua), tal à depende, em princípio, do 
£o € 1 fixado. | 

É imediato, a partir da definição acima, que toda função unifor- 
memente contínua é contínua. Por outro lado, o teorema a seguir 


fornece uma importante classe de exemplos de funções uniformemente 
contínuas. 


Teorema 4.29. Toda função contínua f : [a,b] — R é uniformemente 
contínua. 
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Prova. Por contradição, suponha que f é contínua mas que (4.7) não 
seja válida. Então, existe e > 0 tal que, para todo ô > 0, podemos 
encontrar x,y € |a, b| satisfazendo 


x—y<ô e |f(x)— Fly) > e. 


Em particular, escolhendo ô = 1, concluímos pela existência de ele- 
mentos Tn, Yn € |a, b| tais que 


n-un] <È é liam) Fn) 2 € (4.8) 


Como (£n)n>1 é uma sequência em (a, b], o teorema de Weierstrass 
3.14 garante a existência de uma subsequência (£n,)k>1 de (£n)n>1, 
convergindo para algum zo € [a,b). Segue da desigualdade triangular 


que 


(Yn, o Zo| < (Yn, o Erp E (Eny o Zo| 


1 | 
< — + |En, — Tol i. 
nk 


Portanto, a proposição 4.24 assegura que 


dim |H(2m) — Html = If (0) — Flo) = 0; 
— +00 | 

Por outro lado, (4.8) garante que |f (£n) — f(yn,.)| > e, desigual- 
dade esta em flagrante contradição com o último limite acima. E 


Vale ressaltar que nem toda função contínua é uniformemente con- 
tínua; por exemplo, o leitor pode provar sem dificuldade que a função 
f : R —> R definida por f(x) = «2, para todo x € R, é contínua 
mas não é uniformemente contínua. Por outro lado, o teorema acima 
admite a seguinte consequência importante. 


Corolário 4.30. Toda função contínua f : [a,b] > R é limitada. 
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Prova. Como f é uniformemente contínua, para ec = 1 existe ô > 0 
tal que | 


Ty E [a,b], |z — y| < ô => |f(x) — fly] < 1. (4.9) 
Escolha agora números reais a = £o < t4 <- < £k = b tais que 
Ti — Zi—ı < ô para 1 < i < k, e seja 


M = maxt|f(x1)),..., | f(x). (4.10) 


Para x € [a,b], existe 1 < i < k tal que z € [2;4,x;], de modo que 
segue em particular que |x — x;] < ô. Então, segue de (4.9) e (4.10) 
que 


FENS IFE) - FEl lE IEM, 
de sorte que a função f é limitada. E 


A última propriedade de funções contínuas que estudaremos nessa 
seção é também devida a Weierstrass, e afirma que toda função con- 
tínua f : [a,b] > R assume valores extremos no intervalo ja, b]. 


Teorema 4.31 (Weierstrass). Se f : [a,b] —> R é uma função contí- 
nua, existem £m, £m €E [a,b] tais que 


Him) = min{ f(x); x € [a,b]} e f(zm) = max{ f(x); x € ja; b]}. 


Prova. Provaremos a existência de £m, sendo a prova da existência 
de zm totalmente análoga. Como f é limitada, existe 


m = inf{ f(x); x € la, 6). 


Por outro lado, a definição de ínfimo garante a existência de uma 
sequência (Zn)n>1 em [a,b] tal que f(x,) —> m. Mas, como toda 
sequência limitada possui uma subsequência convergente, podemos to- 
mar uma subsequência (£n, )k>1 de (Zn)n>1 que converge para um real 
zo E [a,b]. Então, da continuidade de f, obtemos 


lim f(x) = f(x). 


k>+oo 
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Por outro lado, como a sequência (f(£n,))k>1 é uma subsequência 
da sequência (f(£n))n>1 (que, por sua vez, converge para m), con- 
cluímos, a partir da proposição 3.6, que (f (£n,))k>1 também converge 
para m. Logo, a unicidade do limite de sequências e o que fizemos 


acima garantem que f(xo9) =m. E 


Por fim, o corolário a seguir estende o item (a) do teorema 4.21 
para funções contínuas mas não necessariamente monótonas. 


Corolário 4.32. Se f : [a,b] >» R é contínua, então existem reais 
c < d tais que Im (f) = [c,d]. 


Prova. Pelo teorema de Weierstrass, existem £m, £m € [a,b] tais que 
f atinge seus valores mínimo e máximo, respectivamente, em £m € 
em vm. Sendo f(£m) = ce f(zm) = d, temos, em particular, que 
Im (f) C [c,d]. 

Por outro lado, fixado y € [c,d], o TVI garante a existência de 
um real x pertencente ao intervalo de extremos £m e xm e tal que 
f(x) = y; em particular, Im (f) D [c,d]. E 


Problemas — Seção 4.3 


1. Dados números reais a < b, dê exemplo de uma função contínua 
e ilimitada f : (a,b) > R. 


2. Encontre todas as funções contínuas f : R > R tais que, para 
todos x,y € R, tenhamos f(x +y) = f(x) + f(y). 


3. O propósito deste problema é apresentar uma outra demonstra- 
ção do teorema 4.31. Para tanto, recorde que, dada uma função 


Antonio Caminha M. Neto 149 
n DDT DD AS 


contínua f : [a,b| — R, temos f limitada pelo corolário 4. 30, de 
sorte que existem 


m = inf{ f(x); x € fa,b]} e M = sup{ f(x); x € [a,b]}. 
Faça, agora, os seguintes itens: 


(a) Se ý g Tm (7) e g : [a,b] > R é a função dada por g(x) = 
TOE para todo x € [a,b], mostre que existe c > 0 tal que 
g(x) < c, para todo x € [a,b]. 


(b) ba sob as hipóteses do item (a), conclua que f(x) > 
m + à, para todo z € [a,b], e chegue a uma contradição. 


(c) Argumente de maneira análoga aos itens (a) e (b) para 


mostrar que M € Im (f). 


(Romênia.) Seja f : R — R uma função sobrejetiva, satisfazendo 
a seguinte propriedade: para toda sequência divergente (an)n>1, 
a sequência (f (dn ))nz1 também é divergente. Prove que f é 
bijetiva e que f”! é contínua. 


5. * Seja f:R>R a função polinomial dada para x € R por 


f(x) = ana” + anis" +. AX + Go, 


com a0, Q1,..., an E R e a, + 0. Se n é par e a, > 0, prove que: 


(a) Existe A > 0 tal que f(x) > ao para |z| > A. 
(b) Existe xo € [-4, A] tal que f(z0) = minff(x); x € R}. 


6. (Leningrado.) As funções contínuas f.g : [0,1] > [0,1] são tais 


que fog =go f. Se f for não decrescente, prove que existe 
0 <aK< 1 tal que f(a) = g(a) =1. 
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7. * O propósito deste problema é provar o teorema do ponto 
fixo de Banach! na reta. Para tanto, sejam O < c < 1 real e 


f : R — R uma função tal que 
f(x) — fu) < ele — yl, Y zy ER. (4.11) 
Faça os seguintes itens: 


| (a) Escolha xo € R arbitrariamente e defina a sequência (Zn )n>1 

pondo x; = f(xw-1), para todo k € N. Prove que [Zk41 — 

| Tp| < clxp — Lk-1|, para todo k € N. 

(b) Conclua, a partir do exemplo 3.17, que (Zn )n>1 é conver- 
gente. 

(c) Se a = limps+o Tn, Use a continuidade de f (a qual é 
garantida por (4.11)) para mostrar que a é seu único ponto 


fixo. 


8. Dê exemplo de uma função contínua f : R > R, sem pontos 
fixos e tal que |f(x) — f(y)| < |x — yl, para todos x,y € R. 


4Após Stefan Banach, matemático polonês do século XX. | 


CAPÍTULO 5 


A Concavidade de uma Função 


O problema do cálculo da área sob o gráfico de uma função contínua 
e não negativa f : la, b] — R, bem como o problema de decidir quando 
o gráfico de uma função contínua é emborcado para cima ou para baixo, 
são discutidos com cuidado neste capítulo. Como subproduto de tal 
discussão, introduzimos o conceito de integral de uma função contínua 
e estudamos as propriedades de duas das mais ubíquas funções da 
Matemática, as funções logaritmo natural e exponencial; obtemos, 
ainda, a partir de um estudo detalhado dos caracteres côncavo ou 
convexo de uma função contínua, a poderosa desigualdade de Jensen, 
a qual generaliza várias das desigualdades estudadas no capítulo 7 do 
volume 1. 
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5.1 A integral de uma função contínua 


Se f : [a,b] — R é uma função contínua e não negativa, definimos 
a região sob o gráfico de f como a porção Ry do plano Cartesiano (cf. 
figura 5.1) dada por 


R; = {(z,y) ER; a<z<be0< y< f(x). 


Figura 5.1: a região sob o gráfico de f. 


A fim de tentar definir um conceito adequado de área para a região 
Rș, tomemos k € N e a partição P = {a = £o < £1 < +- < £k = b} 
do intervalo [a,b], tal que x; — £i-1 = e para 1 < i < k; em seguida, 
definamos a área inferior e a área superior de R; com respeito à 
partição P, respectivamente, por 


onde ' 


m;=minff(r);zx;,<vx<zx) e M; = max{ f(x); x; < £ < xi} 


Antonio Caminha M. Neto 153 


a Ti—1 Ti b T 


Figura 5.2: áreas inferior e superior. 


(os quais existem, pelo teorema 4.31). 

Em outras palavras (cf. figura 5.2), A(f; k) (resp. A(f;k)) éa 
área da região poligonal do plano contida em (resp. contendo) Ry, 
obtida pela união dos retângulos do semiplano superior com lados 
erigidos sobre os intervalos |x;-1,%;] e alturas respectivamente iguais 
a m; (resp. M;i). 

Isto posto, dizemos que Rş tem área mensurável se 


sup(A(S;k)) k e N} = inf{A(f; k); k e N} (5.1) 


e, sendo esse o caso, definimos a área A(f) de Rs como o valor comum 
acima. 
Vejamos um exemplo geral relevante. 


Proposição 5.1. Se f : [a,b] > R é contínua, não negativa e monó- 
tona, então a área de Ry está bem definida. 


Prova. Suponha f não decrescente, sendo o caso f não crescente 
totalmente análogo. Sejam k € Ne P = {a = zo < £1 < -+ < £k = b} 
a partição de [a,b] tal que z; — t;-1 = 2-a, para 1 < i < k. Então, 


m; = min{ f (x£); £ti-1 < £ < xi} = f(x) 
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e, analogamente, M; = f(x;), de sorte que 


Mi(x i — £i—1) -X m(x 


A(f;k) — A(f;k) = 


onde aplicamos a fórmula (4.8) do volume 1 para somas telescópicas 
na última igualdade acima. Mas, uma vez que 


(FE) o ta) > 


quando k — +00, concluímos a prova da igualdade (5.1), nesse caso. 


Utilizemos a proposição anterior para apresentar um exemplo im- 
portante, o qual encontrará uso posteriormente. 


Exemplo 5.2. Dado n € N, a função f : [0,b) > R, definida para 
x € [0,b] por f(x) = x”, é contínua, não negativa e crescente, de sorte 
que a proposição acima garante a boa definição da área da região sob 
seu gráfico. Sendo k € Ne P = o =S 
partição de [a,b] tal que z; — x; 1 = ? para 1 < i < k, temos x; = & 
para 0 < t < k e, daí, 


Ak) = DOELD OM e 


21 


Antonio Caminha M. Neto 155 


Analogamente, 


A(T; k) = ($) Sy To 


1=1 


A proposição 5.1 garante a existência de um único real positivo 


A(f) tal que 


b n+1 k b n+l k 

a) Le-am (i) Dr 
i=1 i=1 

Por outro lado, o problema 4.21 do volume 1 garante que 


b n+1 k | a pr+1 b n+1 k = 
(z) 2 a ea D 


i=1 i=1 


de sorte que 
br+1 


AD) = n+l 


Mais geralmente, para uma função contínua arbitrária f : [a,b] > 
R (i.e., não necessariamente não negativa), ainda podemos tomar k € 
N e a partição P = {a = £o < z1 < -++ < £p = b} do intervalo [a,b], 
tal que T; — zi-1 = %2 para 1 < i < k. Nesse caso, definamos a 
soma inferior e a soma superior de f com respeito à partição P 
respectivamente por 


j | 
-Yle — dij— 1) e S(f; k) = > Mig; = E 
i=1 
com m; e M; definidos como anteriormente (observe, contudo, que 


Ses (f; k) não têm mais as interpretações geométricas anterio- 
res). 


Nas notações acima, dizemos que f é integrável sobre o intervalo 
ja, b] se 
suptS(S; k)); k e N} = inf(S(f;k); k € N} (5.2) 
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e, sendo esse o caso, definimos a integral de f sobre o intervalo |a, b] 
como o valor comum acima. A esse respeito, temos o o seguinte resul- 
tado, cuja prova pode ser omitida numa primeira leitura. 


Teorema 5.3. Toda função contínua f : [a,b] — R é integrável. 


Prova. Nas notações da discussão acima, basta mostrarmos que existe 
um único número real / tal que 


Sfk)<I< S(f;k), VkEN. 
Mostremos inicialmente que, se k,l € N e k | l, então 
[S($; 0), S(F;D] C 


Para tanto, observe que se k | l, então P, C P;, de sorte que a partição 
P, induz uma partição em cada intervalo |x;-1,%;) determinado por 
dois elementos consecutivos de P. Sendo 


ISC; k), S(f;k)]. (5.3) 


Ti—1 5 Yio < Yir < tt < Yit, FT 
tal partição induzida por A, temos claramente que 


min f< min f e max f< max f, 
pie 1;2i] [i j- ttiz] [yi j—1Yi3] EPSE 


para todo 1 < j < t;, de maneira que 


ooo r 
( min 4) (x; — Zj-1) = ( min A (U= faa) 
Ti—1,Ti Ti—1,Ti 


JEL 


| 

fa à 
E. 
= 
n 


) (Vij — Yij-1) (5.4) 


Yi, j— 1,Yij | 


ti 
S, l min r) (Yi; — Yi j—1) 
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e, analogamente, 


( ar r) (Ti — Ti) Z > ( max 1) (ij — Yij-). (5.5) 


Li 1Ti [yi,j — 1Yij] 


Somando ambos os membros de (5.4) e ambos os membros de (5.5) 
para 1 <t < k, obtemos sucessivamente 


S(f;k) = > (min f) @ — Ti—1) 


i=1 EZ 1 Ti] 


< Dy ( min r) (Yij — Yij-1) 


Yi, j—1:Yij 


e, analogamente, S (f; k) > S(f;l), conforme desejado. 
Agora, dados k,l € N arbitrários (i.e., não necessariamente tais 
que k | |), segue de (5.3) e do fato de k,l | kl que 


S(f; k) < S(f; kl) < S(J; kt) < S(f; Ù. 


Portanto, fixando arbitrariamente l € N, as desigualdades acima ga- 
rantem que 


sup(S(f;k); k € N} < S(F; 0). 
Mas, a arbitrariedade do l escolhido garante, agora, que 
sup{S(f; k); k € N} < inf{S(f; D; LEN} 


Para concluir a demonstração, é suficiente mostrarmos que a desi- 
gualdade acima é, de fato, uma igualdade. Para este fim, basta que, 
para cada e€ > O dado, encontremos k € N tal que 


S(f; k) — S(f;k) < e 
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A fim de garantirmos a existência de um tal k, invocamos o teorema 
4.29, segundo o qual f é uniformemente contínua. Portanto, existe 
ô > 0 tal que 

€ 


b— a 


x,y € [a,b], |z — y| <ô > | f(x) — Fly) < 


Mas, se k € N for tal que = < ô e para tal k tomarmos P, como 


acima, então, para %; | < £ < yY << Ti, temos 


b— a 
k 


< Ô, 


|£ — y| < Ti — ti-1 = 


de modo que segue que 


KORRORE a 


a 


Em particular, se m; e M; denotam, respectivamente, os valores míni- 
mo e máximo de f no intervalo [x;-1,x;|, temos que 


Mis qu SNIS TAR 
b-a 


Logo, para tal escolha de k, temos 


S(fik) — S5 k) = $ Mi- mami — ti) 
Es 
< = (£i — L;-1) 
= (b—a)=e€ 


Se f : [a,b] > R é uma função contínua, denotamos a integral 1 
de f sobre o intervalo [a, b| escrevendo 


J “Fade. (5.6) 
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Vale observar que a notação acima, devida a Leibniz, tem sua razão de 
ser: o símbolo f lembra um S estilizado, e está presente para recordar 
que o cálculo do valor da integral envolve um processo de aproximação 
por somas; os números a e b recordam o domínio da função f que 
está sendo integrada; dx recorda que o valor da integral é calculado 
como o limite de sequências de somas, cada uma das quais envolvendo 
certas diferenças x; — x;-1 de elementos de Py, diferenças essas que 
eram classicamente denotadas por Ax;. Por fim, observe que tanto 
faz denotarmos a integral de f sobre o intervalo [a,b] como em (5.6) 


ou escrevendo 
J flat. 


De fato, uma tal mudança de notação equivale a mudarmos o nome 
da variável, o que certamente não afeta o valor da integral. 

Outra observação interessante (e óbvia) é que, para uma função f 
como acima e não negativa, a integral (5.6) ainda retém a interpre- 
tação de área da região Rf. Para f geral, sob certas condições (5.6) 
representa a diferença entre as áreas das regiões sob e acima do gráfico 
de f, no sentido do problema, 3. 

É possível mostrar que, para uma função contínua arbitrária f : 
la, b] —> R, temos 


J Tore J “Had + J f(x)dz, (5.7) 


para todo a < c < b. De fato, se estendermos o conceito de integral 


pondo 
f rtoar=o e [ tod=- f feas, 


então é imediato verificar que a igualdade 


J frid: = T fass f f(x)dx 
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se verifica para todos a, 8,7 € [a,b]. 

Prosseguindo com o desenvolvimento da teoria, o teorema 5.3 ga- 
rante a consistência da definição a seguir. No enunciado da mesma, 
permitimos que a = —oo ou b = +00. 


Definição 5.4. Seja f : (a,b) — R é uma função contínua. Fixado 
zo E (a,b), a integral indefinida de f baseada em zo é a função 
F : (a,b) > R dada por 


F(z) = J “fode 


De modo análogo, definimos o que vem a ser a integral indefinida 
baseada em xo de uma função contínua f com domínio de uma das 
formas [a,b], [a,b) (possivelmente b = +00) ou (a,b| (possivelmente 
a = —00). | | | | 

Ainda em relação à definição acima (e também às suas extensões), 
vale observar a seguinte consequência de (5.7): para a,8 € (a,b), 
temos (cf. problema 2) 


B 
F(8) — F(a) = / fede. (5.8) 


Exemplo 5.5. Sen € Ne f : [0, +20) > R é a função dada para 
x > 0 por f(x) = x”, é imediato verificar que a integral indefinida de 
+1 


f baseada em 0 é a função F : [0, +00) — R tal que F(x) = 2 para 
x >o. 


Uma consequência importante da discussão acima é que a integral 
indefinida baseada em qualquer ponto é sempre contínua. Façamos a 
prova dessa afirmação para funções contínuas e monótonas f : (a,b) > 
R, postergando a análise do caso geral para a seção 6.4. 


Lema 5.6. Seja f : (a,b) — R é uma funçao contínua, não negativa e 
monótona. Fixado zo € (a,b), a integral indefinida de f baseada em 
£o é uma função contínua e crescente. 
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Prova. Suponha f crescente (o outro caso é análogo), e seja F : 
(a,b) > R a integral indefinida em questão. Dados x,y € (a,b) tais 
quer < y, seja c = E > gx. Segue de (5.8) que 


F(y) — F(z) = A( fiza) > Afitey) > F(A — c) > 0, 


e F é crescente. 
A continuidade de F se estabelece com um cálculo análogo: para 


x,y € [a,b] tais que x < y < c, segue, do que fizemos acima e nova- 
mente de (5.8), que 


F(g) — Flex) = Fy) — F (2) = Alfie) < Hy)(y— 2) < FOl- a). 


Portanto, pelo lema 4.6, f é contínua. = 


Problemas — Seção 5.1 


1. Seja f : [a,b] > R a restrição de uma função afim ao intervalo 
|a, b]. Se f é não negativa, a região Rp é um triângulo ou um tra- 
pézio. Mostre que, em um qualquer de tais casos, o valor obtido 
para a área de Ry ao seguirmos o procedimento geral descrito 
no início desta seção coincide com o valor obtido mediante o 
emprego das fórmulas usuais da geometria Euclidiana plana. 


2. * Use a igualdade (5.7) e a definição de integral indefinida para 
deduzir a relação (5.8). | 


3. Seja f : [a,b] > R uma função contínua com um número finito 
de zeros no intervalo [a,b], digamos x, < £ < --- < £p. Se 


R; = {(x,y) ER% a <r<be0<y< f(x) 
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. Prove o princípio de Cavalieri: para à = 1,2, sejam f;,g;: 
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R7 = {(z,y) ER^% a <x <bef(£)<y <0}, 


use (5.7) para provar que 
b 
| f(æ)dz = A(R$) — A(R7). 


Para o próximo problema, dadas funções contínuas f, g : [a,b] + 
R, tais que g(x) < f(x) para todo x € [a,b], seja 
Rjg = (2,9) € R?; a < £ < b e g(x) < y < fa) 


a região do plano situada entre os gráficos de f e g. Definimos 
a área de Rfg por 


A(Rs9) = J Te-ai 


[a,b] — R funções contínuas, tais que g;(x) < fi(x) para todo 
z € [a,b]. Se, para todo x € [a,b], o segmento que une os pontos 
(x, fi(x)) e (x, gı(x)) tem comprimento igual ao segmento que 


“une os pontos (x, fo(x)) e (x, g2(x)), então A(Rag) = A(R fogo). 


. * Sejam f,g : [a,b] — R funções contínuas e A € R. Prove que: 


(a) Se f(x) < g(x) para todo x € [a,b], então f f(x)dx < 
f? g(æ)dz. 
(b) f? Af(£)de =A f? f(2)dz. 


Para o próximo problema, observe que se f : [a,b] > R é uma 
função contínua, então a regra da cadeia para continuidade ga- 
rante que |f|= |-|o f: [a,b| > R também o é. Em particular, 
|f| é integrável, pelo teorema 5.3. 
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6. * Dada uma função contínua f : [a,b| > R, prove a desigual- 
dade triangular para integrais: 


J “Ho)do 


7. Prove a desigualdade de Cauchy para integrais: se f,g : 
[a,b] — R são funções contínuas, então 


[ secar < (| fear) E {l o(a) = 


com igualdade se, e só se, existe A € R tal que f(x) = Ag(x) 
para todo x € [a, b). 


< f fælde 


? 


8. (Leningrado.) Se f, g : [0,1] — [0,1] são funções contínuas, com 
f não decrescente, prove que | 


fa o g)(x)dxz < f f(x)dx + J otojas 


5.2 A função logaritmo natural 


Conforme antecipado na introdução a este capítulo, a discussão da 
seção anterior permite definir rigorosamente uma das mais importan- 
tes funções da Matemática, e o fazemos agora. 


Definição 5.7. A função logaritmo natural, log : (0, +20) > R, é 


a função definida por 
a. 
log x = / —dt. 
qı t 


Sendo f : (0, +00) > R a função de proporcionalidade inversa, 


1 


i.e., tal que f(x) = para todo x > 0, em termos de área da região 
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sob o gráfico de f (cf. figura 5.3), temos 


A(fin,a));, sex>l 
log x = 0, sex= 1 
— A( fiiz,1)), sex <1 


Para a comodidade do leitor, mantemos a notação da integral como 


área na discussão a seguir. 


Figura 5.3: definição de log x para x > 1. 


A proposição a seguir lista algumas propriedades úteis da função 


logaritmo natural. 


Proposição 5.8. A função logaritmo natural é contínua, crescente e 


tem imagem R. Ademais, para todos x,y > 0, temos 


log(xy) = log x + log y. (5.9) 
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Prova. Segue do lema 5.6 o fato de a função log ser contínua e cres- 
cente. Para explicitar sua imagem, seja f : (0,400) — R a função 
de proporcionalidade inversa. Para m € N, repetidos usos de (5.7), 
juntamente com o exemplo 3.20, fornecem 


2m 2% 

= 1 m 

log 2 = A(fin,2m]) = X A( figj-1,51) > ; j > 1+ 2: 
j=1 j=l 


Analogamente, = 
log 27” < —1 — E 
de sorte que a continuidade de f garante, por intermédio do TVI, que 
Im (log) > 5 -| , YmenN. 


Logo, Im (log) = R. 
Resta provar (5.9), o que faremos para x,y > 1, sendo os demais 
casos totalmente análogos. Para tanto, afirmamos inicialmente que 


A( fiizzy) = Alfi). 


De fato, fixada a partição P = {1 = £o < z1 < -++ < £k = y} de |1, y], 
tal que z; — £i-1 = y= para 1 < i < k, a partição correspondente Q 
de |x, xy] é Q = {x£ = yo < yı < `- < Yk = TY}, com y; = ax; para 
1 << k. Então, uma vez que f é decrescente, temos 


1 
A( filza k) = > f (yi) (y; = Yi—1) = 2, az; (ax; aTi—ı) 
Fi 
=. = (Ti — ti) = > F(t) (ti — mm) 
i=1 `° i=1 
= Alf; k), 


e segue daí que 


A fea) sup{A( fiizzy]; k); k € N} 


= sup(A(f,]; k) k EN} = Alfi). 
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Por fim, segue daí e de (5.7) que Por fim, se r for um racional negativo, então s = —r é racional e 


positivo, de modo que 


log(xy) = A( fiey) E A( final) E Alps) 
log x + AF) 
= logg + logy. 


log 1” = log(xº)”! = — log x° = —(s -log x) = r log x. 
= 
Provaremos, na próxima seção, que o gráfico da função logaritmo 


natural é emborcado para baixo. Admitindo este fato por ora e reu- 
nindo as informações de que dispomos até o momento, esboçamos seu 


pi O corolário a seguir traz mais algumas propriedades úteis da função 


logaritmo natural. gráfico na figura 5.4. 


Corolário 5.9. Para todo x > 0, temos log x”! = — log x e loga” = 


rlog x, para r € Q. 


y 


Prova. Primeiramente, segue de (5.9) que 
0 = log 1 = log(x : £x7+) = log x + log x” 


wji e, daí, temos a primeira igualdade. Para a segunda igualdade, observe 
a inicialmente que (5.9) e uma fácil indução fornecem 


log 1º = n log x, 


dir para todo n € N. A partir daí, concluímos que 


g | log x Ea log (a!/" 9" E nlog gu 


ou, O que é o mesmo, 


Figura 5.4: gráfico de log : (0, +20) > R. 


l 1 f 
o | log qu? = — log z. 
| | n 


ne De posse dos casos particulares acima e sendo r = *, com m,n € N, l , 
| De posse dos resultados acima, redefinimos o número e como a 


temos n a a 
única solução da equação log x = 1. Em resumo, 


log x” = log r™” =1Tog(1/"” = mlog xt” =m -= log z = r log z. e loge = 1. 
H E 
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O teorema a seguir compatibiliza a definição atual de e com aquela Mas, uma vez que log é crescente, as desigualdades acima garantem 
dada no exemplo 3.23. 


que 
T (1 $ E) < 
1 ý 1 E T Es 
Teorema 5.10. e= lim (1 + 3 = >, Tr” d enpi n 
ni k k>0 ` 4 Portanto, fazendo n — +oo e utilizando o resultado do exemplo 4.25 
i e do problema 6, página 91, obtemos o resultado. 
Para concluir a demonstração, é suficiente mostrarmos que 


1” Al 
li l+-—|) = h —. 
dem (1+3) = im 


Para tanto, veja que, pela fórmula do desenvolvimento binomial, temos 


E” T /n\1 k n! 1 
1 = = — RR 2 RE 
+ 3 > to nt = kl(n — k)! n 


Figura 5.5: estimando log (1 + = i | “1 n(n-D...(n-k+1) 


Prova. Inicialmente, mostremos que, se e é a única solução da equa- 4 2 Tg y a : 3 e 
ção log x = 1, então e = lim, 40 (1 + He, Para tanto, observe (cf. a É E k! = k! 


figura 5.5) que — = portanto, segue do problema 1, página 90, que 


1 1 1 i | | De e R 
logt1+-|]<|(1+-|-—1|-1=— q lim (1+-| < lim —, 
e, analogamente, a l Por outro lado, fixado no > 1 inteiro, temos, para n > ngo também 
Es E E: inteiro, que 


i 1\” “1 n(n-D...(n-k+1 
Portanto, segue do corolário anterior que | 4 [== = pe y B a ba? AR a 
| E: n k! n 


m N | 1 no 
pe le = oF | 1 n(n—1)...(n—k+1 
Z <iog(1+i) 1 SEL nn nkt 


V 


ou, ainda, 


n 1\” 
log er+1 < log (1 + 3 < loge. 
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— 1. Cl nt 


Fazendo n — +œ e utilizando novamente o resultado do problema 1, 


e, daí, exp(x + y) = ab. Por fim, os cálculos acima, fornecem 
página 90, obtemos | 
exp(z) - exp(y) = ab = exp(x + y). 


1 n no 1 4 
lim (1 S 3 > RÉ 4 
n—++00 n ri d (b) Fazendo y = —x em (a) e utilizando o fato de exp(0) = 1, obtemos 
para todo no E€ N. Por fim, fazendo no — +00 na última desigualdade, 1 | 1 = exp(x + (—x)) = exp(x) -exp(—z) | 
segue que d | | 
ER (1 aja 3J =: Jim 1 É de sorte que exp(—x) = (exp(x))!. Por outro lado, uma fácil indu- 
dês n) T nao kI? E ção a partir de (a) fornece exp(z”) = (exp(x))”, para todo n € N. 
| ; | i Portanto, 
o que, por sua vez, conclui a demonstração. E 


exp(x) = exp((z/")") = (exp(<1”))”, 


de modo que exp(z!/”) = (exp(x))!”. Agora, se m,n E€ Ner = m 
segue que É 


Uma vez que a função logaritmo natural log : (0, +00) > R é uma 
bijeção crescente e contínua, podemos considerar sua inversa 


exp : R — (0, +00), (5.10) a | exp(x”) = exp(x”/") = exp((x™)"”) gu (exp(a”"))1/m 


denominada a função exponencial. Assim, para x,y € R, sendo a | = ((exp(z))™)"” = (exp(x))™/” = (exp(x))”. 


x > 0, temos 4 | 
1 Finalmente, se r € Q for negativo, digamos r = —s, com s € Q 


logr= y & z = exp(y). H 
positivo, segue da primeira parte de (b) que 


Em particular, segue de log1 = 0 e loge = 1 que exp(0) = 1 e 


exp(1) = e. Ademais, temos a seguinte | i exp(x”) = exp(x) = (exp(rº)) 1 = (exp(a 
Proposição 5.11. Para x,y € R, temos: d = (exp(x)) * = (exp(x))”. 
(a) exp(x + y) = exp(x) - exp(y). A ; E 
(b) exp(—2) = (exp(x)) 1 eexp(r”) = e" ser € Q. 4 l Denotando, doravante, 
Prova. E | exp(x) e. 
(a) Sendo a = exp(x) e b = exp(y), temos a,b > 0 e lga = x, É 
log b = y. Portanto, segue da proposição 5.8 que 4 , concluímos, a partir do item (b) da proposição acima, que tal notação 


t é consistente com o sentido usual que emprestamos ao número e”, 
z+y=loga-logb = log(ab) É quandozreQ. 
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A função exponencial nos permite definir, rigorosamente, potências 
a”, para a real positivo e x € R. De fato, nas notações do parágrafo 


anterior, pomos 
a” = gp oee, (5.11) 
de sorte que 


atty — ety) loga — e7184 , eY loga — qa” . a? 


log a” = log(e” 89) = x log a, 


m com 
n 


para todos x,y € R. Por outro lado, se x E€ Q, digamos x = 
m E Z en €N, segue do corolário 5.9 que 


n/ / 


em outras palavras, neste caso a definição (5.11) concorda com o sen- 


tido que temos atribuído a a” até agora. Em particular, temos a° = 1 


eal=a. 


Problemas — Seção 5.2 


1. * Para 0 < a 1, seja log, : (0,400) >R a função logaritmo 
na base a, definida para x > 0 por 


log x 


log, £ = loga 


é bijeti j É ão 1 ++ a”. Ade- 
Prove que log, é bijetiva e sua inversa é a função x 
mais, dados reais positivos a, b, €, £, Y, prove também que: 


(a) log = loge- 


(b) log, é crescente, se a > 1, e decrescente, se 0 < a < 1. 
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(c) loga (xy) = log, £ + log, y. 
(d) log, c = log, c - log, b. 
(e) log, b- log, c- log. a = 1. 


. Prove que o número log,, 2 é irracional. 
. Calcule o número de soluções reais da equação log x = (x — 1)?. 


. O conjunto dos racionais não é fechado em relação à potenciação; 


por exemplo, sea = b = > então a” = 5: que é um número 
irracional. Se a e b forem irracionais positivos, é sempre verdade 


que a? é irracional? Justifique sua resposta. 


. Prove que a equação x? = 2” tem exatamente três raízes reais, 


uma das quais é irracional. 


. (Israel.) Encontre todas as soluções reais do sistema de equações 


x + log(x + vzr? +1) 


=y 
y +logly + vy? +1)= 2 
z+log(z+ v22+1)=2 


. Sen € N, mostre que a representação decimal de n tem exata- 


mente [log,o | + 1 algarismos. 


. (OBM.) Sejam m € Ne a,as,...,am E 10,1,2,...,9), com 


a Æ 0. Dado k € N, prove que existe n € N tal que a repre- 
sentação decimal de në começa (à esquerda) com a sequência de 
algarismos ajas ...Am- 


Mostramos no problema acima que, fixado o expoente de uma 
potência natural, podemos escolher a base de forma a prescrever 
os algarismos iniciais do resultado. O próximo problema garante 
que o contrário também é verdade, i.e., que fixada a base de 
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10. 


ER 


12. 


13. 


14. 
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uma potência natural, podemos escolher o expoente de forma a 
prescrever os algarismos iniciais do resultado. Para abordá-lo, o 
leitor pode achar conveniente recordar o material da seção 3.3 
(mais precisamente o corolário 3.35). 


Sejam a > 1 um inteiro que não é potência de 10 e s uma 
sequência finita de algarismos decimais, o primeiro dos quais é 
não nulo. Prove que existe uma potência de a cuja representação 
decimal começa, à esquerda, pela sequência de algarismos s. 


(Rússia.) Mostre que, para 1 < a < b < c reais quaisquer, 
tem-se | 


log, (log, b) + log; (log, c) + log, (log, a) > 0. 


(OBM.) Dê exemplo de uma função f : [0, +00) > R tal que 
f(0) = 0 e, para todo x € R, valha f(2x + 1) = 3f(x) + 5. 


O problema a seguir estabelece uma recíproca do problema 1.2.11 


do volume 1. 


Prove que existem infinitos n € N tais que as representações 
decimais de 2” e 5” começam, à esquerda, com o algarismo 3. 


Encontre todas as funções f : N — R satisfazendo as condições 
a seguir: 


(a) f é crescente. 


(b) FO) = 1 e f(2) = 4. 
(c) f(xy) = f(x) f(y), para todos x,y E N. 


(Coréia do Sul.) Encontre todas as funções f : Z} — Z, satis- 
fazendo as seguintes condições: 
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(a) 2f (m? +n?) = f(m)? + f(n)?, para todos m,n € Z}. 


(b) Se m,n € Z4, com m > n, então f(m?) > f(n?). 
5.3 Funções côncavas e convexas 


Nesta seção, estamos interessados em estudar funções convezas e 
côncavas. Para tanto, em tudo o que segue 1 C R denota um intervalo. 


Definição 5.12. Uma função contínua f:I5 R é: 


(a) convexa, se f (=!) < £ Okei W para todos r, yE. 
(b) côncava, se f (=) > Atso para todos x,y € I. 


A proposição a seguir refina as condições de convexidade e conca- 
vidade sobre f. 


Proposição 5.13. Se f : I > R é uma função contínua, então: 


(a) f é convexa se, e só se, para todos x,y € I e todo t € [0, 1], 
tivermos | 


HO = t)x + ty)) < (1 — t)f (2) +tf(y). 


(b) f é côncava se, e só se, para todos x,y € I e todo t € [0, 1], 
tivermos 


F = tx + ty)) > (1 — t) f(£) +tf(y). 


Prova. Façamos a prova do item (a) (a prova de (b) é completamente 
análoga), observando inicialmente que, se f for contínua e satisfizer a 
condição do item (a), então basta tomar t = > para concluirmos que 
se trata de uma função convexa. 
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f) 
(1—t)f(£) + 
f(1— t)z + o 


T(A-De+ty 


Figura 5.6: gráfico de uma função convexa. 


Reciprocamente, suponha que f é convexa. Fixados x,y € I, mos- 
tremos primeiramente (cf. figura 5.6) que 


A= tE + ty)) < (1 — t) f(z) + tf), (5.12) 


para todo racional diádico t € [0, 1] (cf. problema 1.5.4 do volume 1). 
Para tanto, façamos indução sobre k > 1. 
Asia k = 1, já temos a validade de (5.12) para t = 0, 5 e 1. Para 


p= 3 aplicando a convexidade de f duas vezes, mems 


(E) sa ERLO 
2 = 2 


x + 3y 
(5) 


conforme desejado. Por fim, para t = 


TORNACI) + f(y E 


< = = fa)+ FO). 


4 basta trocar x por y no 
argumento acima. 

Suponha agora que (5.12) seja válida par um certo k € N, todos 
x,y € I e todo 0 < n < 2*inteiro. Se t = a 
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inteiro, distingamos dois subcasos: 


(i) m é par, digamos m = 2n: então t = 
segue da hipótese de indução. 


æ, € a validade de (5.12) 


(ii) m é ímpar, digamos m = 2n + 1: então 


co è lif/m-1i m+1\ 1/n ma! 

“91 9 | ok T 9k+1 ` 9 ok TO 
Pondo s = % e u = “E, temos s,u € [0,1] e t = ¿(s +u). Portanto, 
segue da convexidade de f e da hipótese de dução que 


Ha-Br+ty) = (0-5) (24) 


N ((1— s) + sy) + ((1 — u)x + uy) 

a O A 

HO — s)jx + sy) + f((1 — u)r + uy) 
2 


< SA- SAE) + sf) +- utl) + uy) 
E (1 = e) f(x) + (=) f(y) 
= (1-t)f(x)+tf(y). 


Agora, sejam x,y € Teto € (0, 1| um real qualquer. A continuidade 
de f garante, via regra da cadeia, a continuidade da função g : [0, 1] > 
R, tal que 


g(t) = (1— t) f(z) + tf(y) — F- Hz + ty)), 


para t € [0,1]. Por outro lado, mostramos acima que g(t) > 0, para 
todo t € [0, 1| que é um racional diádico, de sorte que a densidade dos 
mesmos em |0, 1| garante, mediante o problema 13, página 140, que 
g(t) > O para todo t € [0,1], conforme desejado. = 
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As afirmações a seguir são, agora, bastantes evidentes e fornecem 
as seguintes interpretações geométricas úteis dos caracteres convexo 
ou côncavo de uma dada função: 


e f é convexa se, e só se, para todos a < b em ÍI, a porção do 
gráfico de f situada entre as retas x = a e x = b não estiver 
acima da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). 


e f é côncava se, e só se, para todos a < b em I, a porção do 
gráfico de f situada entre as retas x = a e x = b não estiver 
abaixo da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). 


De outra forma, sendo 


RP) = ((7,9) € R?; y > f(x) 


` 


RAS) = {(2,y) € R; y < f(x), 


temos que 
e f é convexa se, e só se, R, (f) é uma região convexa do plano. 
e f é côncava se, e só se, R_(f) é uma região convexa do plano. 


A próxima definição refina as noções de função côncava e convexa. 


Definição 5.14. Uma função contínua f : I — R é: 


(a) estritamente convexa se, para todos x,y € I distintos, tiver- 


o s (E) « feto 


(b) estritamente côncava se, para todos x,y € I distintos, tiver- 


o AEE PRETO 
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A definição 5.12 garante que toda função estritamente convexa 
(resp. côncava) é convexa (resp. côncava). Entretanto, nem toda 
função convexa (resp. côncava) é estritamente convexa (resp. estrita- 
mente côncava), como atesta o seguinte 


Exemplo 5.15. Toda função afim é convexa (e também côncava). De 
fato, se f : R > R for afim, é imediato verificar que 


s (2) - Led + rio 


2 2 


para todos x,y E€ R. Em particular, funções afins não são nem estri- 
tamente convexas nem estritamente côncavas. 


Vejamos agora alguns exemplos na direção positiva. 


Exemplo 5.16. A restrição da função de proporcionalidade inversa 
ao conjunto dos reais positivos é uma função estritamente convexa. De 
fato, denotando f(x) = = para x > 0, segue do item (b) do exemplo 
7.4 do volume 1 que, para todos x,y > 0, temos 


Hr 2 atro Ho)+f(g) 


2 ~ x+y` 2 2 l 


com igualdade se, e só se, £ = y. 


Exemplo 5.17. Fixado n € N, a função f : (0, +00) > R dada para 
xr > 0 por f(x) = x” é estritamente convexa. De fato, supondo por 
hipótese de indução que 


r+Y a r” +y” 
2 ai 2 


para todos x,y > 0, com igualdade se, e só se, x = y, temos 


EE GEE 
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2 


Es NEDAN 2 ia 
es T”y + ry” < grtt "E 
e (x-—y)(z”-— y”) z0, 


o que é verdade; ademais, uma rápida inspeção das desigualdades 
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Por outro lado, e cos (55? =“) = 1: a condição x,y € [0,7] ag que. 
>; nesse intervalo, temos cos (=) = ] se, e só se, >! = 0, i.e., 


se, € SÓ Se, 1 = y. 


e sen (=) = 0: segue de Œ E [0,7] que = = 0 ou 7; mas, 


como x,y € [0,7], isso é o mesmo que pedir que z = y = 0 ou 
Teus: 


Exemplo 5.20. A função tangente é estritamente convexa no inter- 
valo [0, E). De fato, para x,y € [0, z) não ambos nulos, as fórmulas 
de adição de arcos fornecem 


acima garante que há igualdade se, e só se, x = y. 


Exemplo 5.18. A função log : (0, +00) — R é estritamente côncava. 
De fato, para todos x,y > 0, temos zty > ./xy; mas como log é 


t+ 
crescente, segue que te £ +Y < tg x + tgy = sen (248) ja sen (x + y) 
| dep A 2 cos (742) = 2 cosg cosy 
log x + log y 3 
log — > log Ty = me p = sen (=) sen (=) cos (=) 
LAU `~ llla 
e claramente a igualdade ocorre se, e só se, 1 = y. cos (248) 2 COS X COS Y 
: ý 
Exemplo 5.19. A função seno é estritamente côncava no intervalo +> coszcosy < cos? (= z) 
< < 7, é suficiente mostrarmos que 
[0, 7]. De fato, para 0 < x,y <7, q inicia ta A RAT 
TY 
sen z + seny < 2sen (=) < coszcosy < 1 — sen zsen y 
o cos(x—y)< 1, 


com igualdade se, e só se, x = y. Para tanto, transformando o primeiro 
membro em produto, obtemos 


T p= 
sen x + sen y = 2 sen (=) COS ( > z) ; 


A condição z, y € [0,7] garante que = € [0, 7] e, daí, que sen (=) > 
0; mas, como sempre temos cos (EE 1) < 1, segue que 


= THYN 
2 sen (=) cos (+) < 2sen: (==) j 
A continuação, provamos uma versão da proposição 5.13 para fun- 


. 2 4 b r+Y pa À 1 ~ + : A 2 
ocorrendo a igualdade se, e só se, cos (=) = | ou sen (= ) = 0. i ções estritamente convexas e estritamente côncavas, a qual encontrará 
Analisemos essas duas possibilidades separadamente: É utilidade na próxima seção. 


o que é sempre verdade. Por outro lado, os cálculos acima também 
mostram que 


t t 
tg (=) a) 


2 2 


de sorte que a função é estritamente convexa no intervalo em questão. 
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Proposição 5.21. Uma função contínua f : I > R é estritamente 
convexa (resp. estritamente côncava) se, e só se, 


HO — t+ ty) < Ce) tfl) t tFU); (5.13) 
para todos x,y € I distintos e todo t € (0,1). 


Prova. Examinemos a convexidade estrita de f (a análise do outro 
caso sendo totalmente análoga), observando inicialmente que se (5.13) 
for válida para todos x,y € I e todo t € (0,1), então (tomando t = 5) 
f é estritamente convexa. 

Reciprocamente, suponha que f é estritamente convexa e fixe x,y € 
I distintos e 0 < t < 1. Se z = (1 — t)z + ty, então x < z < y, de 


modo que podemos escolher a € (7,2) e b € (z,y) tais que z = &2, | 


Ademais, sendo a = (1 — s)x + sy e b = (1 —u)z +uy, com s, u € (0,1), 
segue de z = a! que t = $. Portanto, a convexidade estrita de f, 


Juntamente com a proposição 5.13, garante que 


HO — t)z + ty) =f =s (4) -e 


| 
Emi 


HC — s)x + sy) + HQ — u)x + uy) 
KA- s)fiz)+sfu)) + (O — a) fim) + uf(y))] 


ro +( 0) 
- Ofle) + rm) 


LA 


| 
E; 
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Problemas — Seção 5.3 


. Sejam J, J C R intervalos e f : I — J uma bijeção contínua. Se 


f é convexa (resp. estritamente convexa), prove que ft: J — I 
é côncava (resp. estritamente côncava), e vice-versa. 


. * Prove que a soma de um número finito de funções estritamente 


convexas (resp. estritamente côncavas) e de mesmo domínio 
também é uma função estritamente convexa (resp. estritamente 
côncava). 


. Esboce o gráfico da função f : R \ 10} > R, dada para x Æ 0 


por f(x) =z ++. 


. * Prove que a função f : (0,1) >R, tal que f(x) = —Ž— para 


V1l-x 
x € (0,1), é estritamente convexa. 


. Sejam I,J C Rintervaloseg: I => J, f:J SR funções 


estritamente convexas (resp. estritamente côncavas). Se f for 
crescente, prove que fog: I >» R também é estritamente con- 
vexa (resp. estritamente côncava). 


. * Prove que a função f : (0,7) > R, dada para x € (0,7) por 


f(x) = logsen z, é estritamente côncava. 


. Seja f : (a,b) — R uma função contínua, não negativa e cres- 


cente (resp. decrescente). Prove que toda integral indefinida de 
f (cf. definição 5.4) é estritamente convexa (resp. estritamente 
côncava). 


. Use o resultado do problema anterior para provar que: 


(a) a função logaritmo natural é estritamente côncava. 


(b) para n > 1 inteiro, a função z > 1”, x > 0, é estritamente 
convexa. 


184 Tópicos de Matemática Elementar 3 


9. Se f : (0, +20) — R é uma função contínua, crescente (resp. não 

-= decrescente) e convexa (resp. estritamente convexa), prove que 

a função g : (0, +00) —> R, dada para x > 0 por g(x) = x f(x), 
também é estritamente convexa. 


5.4 A desigualdade de Jensen 


Para nós, a importância da discussão sobre funções côncavas e 
convexas levada a cabo na seção anterior reside no seguinte teorema, 
conhecido como a desigualdade de Jensen!. 


Teorema 5.22 (Jensen). Sejam 1 C R um intervalo aberto e f : I > 
R uma função contínua. Se m1,...,Xn E Tety,...,;tn E (0,1), com 
tı +--+ tn = 1, então tz; +---+tntn € I. Ademais: 


(a) Se f for convexa, então 


ocorrendo a igualdade no caso em que f é estritamente convexa 
se, € SÓ Se, Lj =""" = Tn. 


(b) Se f for côncava, então 


ocorrendo a igualdade no caso em que f é estritamente côncava 
se, € SÓ se, Tı = ‘+ = Tn. 


Prova. Suponhamos f estritamente convexa (os demais casos são to- 
talmente análogos) e façamos a prova por indução sobre n > 1. O caso 
n = 2 segue da hipótese de convexidade estrita e da proposição 5.21. 


l Após o matemático e engenheiro dinamarquês dos séculos XIX e XX Johan 
Jensen. 
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Suponha agora que, para um certo n > 1 e todos £1,...,£n E Te 
ti,- tn E (0,1), com ty +---+t, = 1, tenhamos t;x;+---+thZn ET 
e 
Hx +- + tntn) <thf(x) + + tnf (£n), 
com igualdade se, e só se, xı = --- = £n. Consideremos elementos x4, 
Un, n41 E Í € ti, ... tn, tn41 E (0, 1) tais que ti +: --+tn +tn+1 = 
1. Defina | 
didi + ec inda | 

= ——— —— =S8sM+4º+sda, 
p= In+1 
com sj = mi para 1 <J <n. Comos;+-:+sa=les,€ (0,1) 
para 1 < j < n, segue da hipótese de indução que y € I. Daí, 


ti£ı E T nTn e ln+1Tn+1 = (1 Ei tn+1)Y T ln+1Tn+1 Gd 
e a convexidade estrita de f 

Tieki) = J — tas)y Farta) 

< (1> tny) f(y) + ha) (a); 


com igualdade se, e só se, y = £n+1. Aplicando agora a outra metade 
da hipótese de indução, obtemos 


A 


fu) = fisit + + Snin) 
< sif(zı) t+ Snf (£n) 
1 
= 7}; O O + T 
~ n+l 
com igualdade se, e só se, Ty = +- = Tp. 


Juntando as duas desigualdades acima, concluímos que 


tr +: tmn) < (1-—tn41) f(y) + tn f(En+1) 
< (tı f (z1) ar taJ (2z)) + aad Cei); 


ocorrendo a igualdade se, e só se, y = Im € T1 =: = Tn. Mas 
é imediato verificar que tais condições equivalem a zı = +- = Ln = 


Zn+1, conforme desejado. | E 
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Os exemplos a seguir elencam algumas aplicações da desigualdade 


de J Exemplo 5.24. Sejam dados, no plano, um semicírculo I` de raio 
e Jensen. 


R e um diâmetro AA, de I. Para cada inteiro n > 2, mostre que 


Exemplo 5.23 (BMO). Seja n > 1 e ay,...,a, reais positivos com existe um único n—ágono AçÃ; As... A,-1 satisfazendo as seguintes 


soma igual a 1. Para cada 1 < ¿i < n, defina b; = a +--- + ai—1 + condições: 


(a) Ás, SEER Ai ET. 


Qi+1 +: + an. Prove que 


a a2 An n (b) A área de AGA; As... AÁn-ı é a maior possível. 


T PERR Dao o 
l+b 1+b l+Hba” 2n-1 5 | T 
1 Solução. Considere a figura 5.7 como representativa da situação do 
com igualdade se, e só se, a =09=""=W& L 4 | problema, e seja 4,04; = a; paral<i<n-—l1 (com An = Ao). 


Então q +as+-:--+a,-1 = Te a fórmula do seno para a área de um 


Prova. Substituindo b; = 1 — a; para 1 < 1% < n, basta provar que triângulo fornece 


aq as An n 4 n—1 n—1 


eau > ————. E É l A 
T tooa Nao Oni d A(AgÃã... An) = > A(M:OAm) =X z R’sen 4,04 
| d i=1 i=1 
Para tanto, afirmamos inicialmente que a função f : (—00,2) > R 1 7 fa 
dada por f(x) = 5 é estritamente convexa. De fato, como d e di > sen Nis 
o i=1 
| 2 1 
a convexidade estrita de f é uma consequência imediata da convexi- l 
dade estrita da função de proporcionalidade inversa e do problema 12, i Ás 


página 69. | | ah 
Portanto, aplicando a desigualdade de Jensen, obtemos |] 


n o m 1 9 | Ao O Ay 
du fla) > nf -J a -n(a)-ma | 


Figura 5.7: polígono de área máxima inscrito em um semicírculo. 


ocorrendo a igualdade se, e só se, q = a2 = --- = q, €, portanto, se, | 
eee... E Agora, uma vez que a função seno é estritamente côncava no in- 
n . 
tervalo 0, 7], segue da desigualdade de Jensen que 
Nosso próximo exemplo utiliza a desigualdade de Jensen para re- Í n—1 TSE! s 
solver um interessante problema de geometria. | X sen a; < (n — 1)sen a] X o; | = (n — 1)sen Jan 
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com igualdade se, e só se, q, = --:= Q,-1 = 5. Logo, há um único 


“polígono de área máxima satisfazendo as condições do enunciado. 


O exemplo a seguir utiliza a desigualdade de Jensen para dar outra 
prova da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. 


Exemplo 5.25. Demonstre a desigualdade entre as médias aritmética 
e geométrica, para n > 2 reais positivos, como corolário da desigual- 
dade de Jensen. 


Prova. Dados n > 2 reais positivos q, a2, ..., Gn, à sobrejetividade 
da função logaritmo natural garante a existência de números reais z4, 
T2, ..., En tais que a; = log z; paral< 9 <n. 

De acordo com o exemplo 5.18, a função log : (0,+00) > R é 
estritamente côncava. Portanto, temos pela desigualdade de Jensen 


que 
log zı + log £2 + --- + log £n aie (= + xo + =) 
n n 
ou, ainda, 
log yarma < log (H ttt), (sq 
com igualdade se, e só se, Ty = £2 =""" = Tn- 


Por fim, como log é uma função crescente, a desigualdade entre as 


médias segue prontamente de (5.14). 
| E 


Podemos obter outras desigualdades interessantes refinando o uso 
da desigualdade de Jensen em conexão com a função logaritmo natural. 
Em particular, a desigualdade (5.15) a seguir é conhecida como a 
desigualdade de Young”. 


2 Após William H. Young, matemático inglês dos séculos XIX e XX. 
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Lema 5.26 (Young). Sejam p e q reais positivos tais que E + a =]. 
Dados a,b > 0, temos | 
a? ba | 
ab<— +—, (5.15) 
P q 
com igualdade se, e só se, a? = b3. 


Prova. Já sabemos que a função logaritmo natural é estritamente 
côncava em (0, +00). Portanto, dados reais positivos 714 e€ £2, e tı, to > 
0 tais que tı + t2 = 1, temos pela desigualdade de Jensen que 


log(tiz4 + t212) > tı log x + to log £3, 
com igualdade se, e só se, zı = £2. Fazendo tı = o to = s tı =Q@ e 
£2 = b1, obtemos 
a? Na 1 
log (Z + =) > —loga? + — log b! = log ab, 
p q P -q 


com igualdade se, e só se, a? = b1. Por fim, como a função logaritmo 
natural é crescente, segue da desigualdade acima que 


com igualdade se, e só se, a? = b. 2 


A desigualdade da proposição a seguir é uma consequência da de- 
sigualdade de Young, sendo conhecida na literatura como a desigual- 
dade de Hölder”. Observe que, quando p = q = 2, tal desigualdade 
se reduz à desigualdade de Cauchy (7.13) do volume 1. 


Proposição 5.27 (Holder). Sejam a1, az, ...,an e by,bo,...,b, reais 
positivos dados, e p,q > O tais que > + 3; = 1. Então 


n n 1/p n 1/q 
saseg E" 
i=1 1=1 1=1 


“ Após Otto Hôlder, matemático alemão dos séculos XIX e XX. 
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com igualdade se, e só se, 


p Pp P 
a no dg e An 
qo +q q 


Prova. Fazendo A = (352,0)? e B = (X bº)!/2, temos 


| b 
Agora, sendo x; = * e y; = &, temos 


Sat = Ss d=1, >= 34 = 
i=1 


i=1 1=1 1=1 


e queremos provar que > 4 ziyi < 1. Mas pela desigualdade de 
Young, segue que 


Deus) (EE) -iD 
E CC ND q Pa ta 


Para haver igualdade, devemos ter x? = yf para 1 < i < n ou, 


ainda, : f 
ai vi 
A? Bt 
para 1 <i < n. De outro modo, devemos ter 
Cr o 
T — Re 
db! b ba B4 


Reciprocamente, é imediato verificar que, se a condição acima for sa- 
tisfeita, teremos igualdade. = 
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Problemas — Seção 5.4 


1. (Romênia.) Sejam 1 C R um intervalo e f : I —> R uma fun- 


ção estritamente convexa e crescente. Prove que a sequência 
(f(n))n>1 não contém uma PA infinita. 


. Dados n > 1 reais positivos a1, aa, ..., Gn, prove que 


1.1 1 ; 
(ai +a +: +n) | ~+ et), 
ai a9 An 


com igualdade se, e só se, q = a2 =" = Gp. 


. Dados k > 1 inteiro e a;,as,...,am reais positivos, prove que 


aj +a +: tar (stette) 
n = n 


com igualdade se, e só se, a = a3 = +- = Qn. 


. Sejam I’ um círculo de centro O e raio R, n > 2 um inteiro fixado 


e AjÃso... A, um n—ágono convexo inscrito em I. 


(a) Se O não pertence ao interior de 4, As... An, use um argu- 
mento geométrico para mostrar que há polígonos inscritos 
em T' e com área maior que a área de ÁA... Án. 


(b) Use a desigualdade de Jensen para mostrar que, dentre to- 
dos os polígonos de n lados inscritos em I’, os regulares são 
os únicos de área máxima. 


o. Sejam dados um círculo I’ de centro O e raio r e n > 2 inteiro. 


Dentre todos os n—ágonos convexos A, Às... A, circunscritos a 
[, prove que os regulares são os de perímetro mínimo. 
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10. 


Seja ABC um triângulo acutângulo de lados AB = c, AC = b 
e BC =a. Se R é raio do círculo circunscrito a ABC, prove 
que - 
at+b+c<3Rv3, 


com igualdade se, e só se, ABC for equilátero. 


Sejam n > 1 inteiro e %4,%2,...,Yn reais positivos com soma 
igual a 1. Prove que 


Dom y [I y Vitta 
et a A n— 1” n— i1 i 


com igualdade em uma qualquer das desigualdades acima se, e 


SÓse,t==% =. 


(Romênia.) Seja ABC um triângulo equilátero de altura h, P 
um ponto em seu interior e x, y e z as distâncias de P aos lados 
de ABC. Prove que 


h-x h-y h-2z.0 3 
; E RE 2 =, 
h+x h+y h+z`2 


com igualdade se, e só se, P for o centro do polígono. 


(IMO.) Se ABC é um triângulo com todos os ângulos menores 
que 150° e P é um ponto em seu interior, mostre que ao menos 
um dos ângulos ZPAB, ZPBC e PCA é menor ou igual a 
30º. 


Prove a seguinte generalização da desigualdade entre as médias, 
conhecida como a desigualdade ponderada entre as médias: 
dados reais positivos a1, @2, ..., An e naturais ki, ko, ..., kn tais 
que +++; [= l, temos | 


e ar a 
RE = — ++ > aas' cm, 
kı k2 kn 

com igualdade se, e só se, q = a2 ==. 
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11. Prove a desigualdade de Minkowskiźt: para k > 1 inteiro e 


01, 02, .-., An, b1, b2,...,bn reais positivos, temos 


com igualdade se, e só se, 


ai a2 An 


b b ob 


* Após Hermann Minkowski, matemático alemão dos séculos XIX e XX. 
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“CAPÍTULO 6 


Limites e Derivadas 


Vimos, na seção 5.1, como resolver o problema do cálculo da área 
da região sob o gráfico de uma função contínua e não negativa f : 
[a,b] — R, problema este que motivou a introdução do conceito de 
integral de uma função contínua. Um dos propósitos deste capítulo 
é analisar outro problema geometricamente relevante relativo a grá- 
ficos, qual seja, o da definição do conceito de reta tangente a um 
gráfico em um ponto do mesmo. Surpreendentemente, mostraremos 
que a solução de tal problema, quando existir, resultará intimamente 
relacionada ao conceito de integral, sendo a ponte entre ambos o fa- 
moso teorema fundamental do Cálculo, objeto da seção 6.4. Ao longo 
do caminho, mostraremos também como utilizar derivadas para resol- 
ver, pelo menos em tese, os problemas da obtenção dos intervalos de 
monotonicidade e concavidade de uma função (duas vezes) derivável, 
e do esboço razoavelmente acurado dos gráficos de tais funções. 
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6.1 Limites de funções 


Seja f : (a,b) — R uma função contínua e xo E (a,b). Se 
A(xo, f(xo)), zı € (a,b) \ (xo) e Bi(xy, f(x1)), dizemos que a reta 
AB; é uma secante ao gráfico de Gs de f (cf. figura 6.1, onde, para 


i = 1,2, tomamos z; € (a,b) \ {zo}, fizemos B;(x;, f(x;)) e traçamos 


as secantes AB; ao gráfico de f). 


à E É =» , 
Figura 6.1: secantes AB; e AB; ao gráfico de f. 


Admitindo que exista uma noção razoável de reta tangente a Gs em 
A, um pouco de intuição geométrica torna razoável supor que a reta 
AB deva aproximar-se cada vez mais de uma tal tangente à meias 
que B se aproxime de A ao longo de Gy, ou, o que é o mesmo, à 
. e. b). 
medida que x se aproxime de zo em (a, | i 
Observe que, se x, € (a,b) \ {zo} e B(x1, f(x1)), a equação da 


secante AB ao gráfico de f tem a forma 


y- fao) = (Leo oa) (61 


por outro lado, a pretensa reta tangente a Gp em A, se não for vertical, 
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tem equação da forma 


Y — Haxo) = m(x — x0), (6.2) 


para algum m E€ R. Portanto, comparando (6.1) e (6.2) e tendo em 
conta a discussão do parágrafo anterior, somos levados a concluir que 
os quocientes ? ef do. aproximam m cada vez melhor à medida que 
Tı aproxime zo cada vez melhor. De outra forma, concluímos que a 
única definição razoável para a reta tangente ao gráfico de f no ponto 


A é a reta de equação (6.2), onde 


m = lim firi) — H(xo) 


TI>5T0 Tı 2s Lo 


(6.3) 


Aqui, a expressão do segundo membro acima representa intuitivamente 
o valor limite dos quocientes £ eo f (o) à medida que x, tende a To, 
caso tal “limite” exista em algum sentido a ser precisado. 

Uma vez que a discussão acima ainda se encontra num patamar 
relativamente vago, adiamos seu prosseguimento para a próxima seção, 
a fim de colocar a noção de limite em bases mais sólidas. Para tanto, 
começamos com a seguinte 


Definição 6.1. Fixado zo € R, uma Vizinhança de x, é um intervalo 
I da forma I = (£o — r, £o + r), onde r é um real positivo. Nesse caso, 
diremos que r é o raio de I e que l éa r—vizinhança de zo. 


Sel éa r—vizinhança de zo, então todo z E I é dito uma r—-apro- 


ximação de zo ou, ainda, uma aproximação de zo com erro menor 
que r. 


Definição 6.2. Sejam X C Rum intervalo, xo E Xe f: Mx) > R 
uma função dada. Dizemos que f tem limite L quando x tende a 
To, e denotamos 


TTo 


O 
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? 4 A esta altura, vale frisar que justificar a validade de um certo 


limite mediante o emprego da definição acima é um jogo de gato e 
rato: arbitrado um erro e > 0 para o candidato L a limite, temos de 
ser capazes de encontrar um erro ô > 0 para xo (o qual, em geral, 
dependerá tanto do e dado quanto do próprio x9) de modo que a 
validade da condição O < |x — zo| < ô para um elemento x € X 
acarrete a validade da condição | f(x) — L| < e. 

Vejamos, em alguns exemplos, como implementar a estratégia aci- 
ma. Em tudo o que segue, por vezes omitiremos quaisquer referências 
explícitas ao domínio e/ou contradomínio das funções envolvidas, con- 
centrando-nos em suas expressões em termos da variável independente 
(x, em geral). Sempre que tal ocorrer, convencionamos que o domínio 
da função é seu domínio maximal de definição (cf. seção 1.1), e o 
contradomínio é o conjunto dos números reais. 


Figura 6.2: limite de uma função. 


E dai ae izi de xo tal 
. se, para cada vizinhança J de L, existir uma vizinhança É de To Exemplos 6.3. 


= re XI o) = fa) EJ =" 


Denotando respectivamente por ô e e os raios de I e J, uma maneira 
equivalente de formular (6.5) é dizer que, para cada e > 0 dado (o aue 
é o mesmo que dar a vizinhança J), deve existir ô > O (o que é o 


mesmo que existir a vizinhança 1) tal que 


(a) lim, ,o(—22-+7) = 3: seja dado e > 0. Partindo de x € R sujeito 
a um erro do tipo 0 < |z — 2| < ĝ, temos 


(-22+N-3=|-22x+4]=2]x-2|< 26. 


Escolhendo então ó > 0 tal que 26 < e, temos que 


dir — 6.6) 
[ X <£- T < ô => | f(x) L| <e. ( 
ndo | zen {zo i 


z Veja a figura 6.2. | 
IN Em palavras, (6.6) ocorre quando, fixado um erro € > 0 para (0 


valor de) L, existir um erro ô > 0 para To tal que dA 
x Æ xo de xo em X correspondam a e—aproximações f(x) de E n ý 
de outro modo, (6.6) ocorre quando pudermos tornar f(x) tão próxi 
mo de L quanto desejado, bastando para isso tomarmos q LX {zo} 


conforme desejado. 


(b) lim,.,3 2º = 9: seja dado € > 0. Partindo de x € R sujeito a um 
erro do tipo 0 < |x — 3| < ĝ, temos 


x — 9) = |z- 3ļ|le+3|< lz- 3+ 6| 


suficientemente próximo de Zo. < år — 3| +6) <ôð(ő +6), 
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onde utilizamos a desigualdade triangular na penúltima passa- 
gem acima. Portanto, caso seja possível escolhermos ô > 0 de 
tal forma que (ô + 6) < e, teremos 


veRe0O<|z-3]<ó=>|7º-9|<6(0+6)<e, 


“conforme desejado. Resta mostrar que a escolha de à > 0 é 
possível, para o quê basta resolver a inequação ó(ô + 6) < e. Ao 


O<ó<ve+9-—B. 


Em retrospectiva, se tivermos uma função f : X — R e quisermos 
provar que lim,.szo f(x) = L, o segredo para descobrir quais ô > 0 
funcionam para um € dado é argumentar da seguinte forma: partindo 
de x € X sujeito a um erro do tipo 0 < |x — zo| < ĝ, estimamos o erro 
|f (x) — L| em termos de ô por excesso, obtendo, digamos, uma desigual- 
dade do tipo |f(x) — L| < E(6), onde E representa uma certa função 
de ô. Em seguida, impomos que tal erro E(ó) não ultrapasse O erro e 
desejado, descobrindo então os valores apropriados de ô (usualmente, 
esse segundo passo se resume a resolver, para ô > 0, a inequação 
E(ô) < e). Por fim, se ô > 0 satisfizer E(ô) < e, teremos claramente 
que 


fazê-lo, obtemos 


reEXe0<lr-m|<i=|f(x)-L|< El) < e, 


conforme desejado. 
Agora que já discutimos o conceito de limite com certo cuidado, 
utilizamo-lo para caracterizar as funções contínuas, conforme ensina a 


seguinte 


Proposição 6.4. Sejam X C R uma união de intervalos e f : X — R 
uma função dada. Para £o € X, temos f contínua em zo se, e só se, 


lim f(x) = f (zo). 


TTO 
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Prova. Suponha, inicialmente, que f seja contínua em xo. Então, a 
definição 4.2 garante que, dado e > O, existe ô > 0 para o qual 


tTEXelz-zo|<ó= |f(£)— f(xo)| < e. 


Em particular, se x € X e 0 < |£ — zo| < ô, ainda teremos f(x) — 
f(xo)| < €, de sorte que (6.6) é satisfeita. Logo, limao f (£) = f (£o). 
Reciprocamente, suponha que lim, sm f(x) = f (xo). Então, de 
acordo com a definição, dado e > 0, existe ô > 0 tal que 
TEXEL E= |< S| a= < e. 


Mas, uma vez que a condição |f(x)— f(xo)| < € é trivialmente satisfeita 
quando x = zo, certamente podemos escrever a implicação acima como 


zEXelr-m|<ó=|f(x)- f(xo)l < e 


Portanto, a definição 4.2 garante que f é contínua em zo. E 
Ro 6.5. Se f: R\ {+1} > R é a função dada por Pi 
£“ — dx? + | 


2-1 > Utilizemos a proposição anterior para calcular lim, f(x). 
Para tanto, observemos inicialmente que 1 é raiz do numerador e do 
denominador da expressão que define f (x), com z’ — 372 + 2 = (£ — 
1)(x° — 2x — 2) e z? — 1 = (z — 1)(x +1). Por outro lado, em R \ {+1} 
temos 
(x — 1)(z? — 27 — 2) + Tv —2g—2 

(z—-1)(r+1) o g+ ” 
mas, uma vez que a função g : R\ {—1} > R dada por g(x) = z222 
é contínua, a proposição anterior garante que 


Fx) — 


lim f(z) = lim g(2) = 9(1) = —> 


Um fato importante sobre limites de funções é que se Ega Pi 
L, com L £ 0, então existe uma vizinhança 7 de xo tal que f tem o 
mesmo sinal de L em X N (I \ (xo)). Este é, grosso modo, o conteúdo 
do lema a seguir, o qual se constitui no análogo do lema 4.13, sendo 
também conhecido como o lema de permanência do sinal. 
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Lema 6.6. Sejam zo E€ X e f: X \ {zo} > R uma função dada. Se 
limpo f(x) = L, com L # 0, então existe ô > 0 tal que 


se L>0 
se L<0 ` 


5 L2 < f(t) <3L/2; 
rEXeQ0< |r- zro| <ô => “3L/2< A 
Prova. Suponha L > 0 (o outro caso é análogo). Pela definição de 


limite, dado € = = > 0, existe ô > 0 tal que 


L 


r EX e0< |z- zo| <= |f(2) -LU < 5 


. L 
Portanto, para cada um de tais x temos —Ż E bs 500 
E 


que é o mesmo, & < f(x) < 3L, 
De posse do lema acima, colecionamos na proposição a seguir al- 
gumas regras operatórias que simplificam o cálculo efetivo de limites. 
Para o item (c) da mesma, cumpre observarmos o seguinte: dados 
X CR, zo E€ X eg : X \ {zo} > R tal que limy-szo gl£) = M, com 
M Æ 0, o lema 6.6 garante a existência de ĉo > 0 tal que a função g 
não se anula no conjunto Y = (X \ {z0}) N (£o — do, £o + ôo). Portanto, 
x 1 
ao considerarmos a função A tal que 9 (2) = Ja) Sempre suporemos 
implicitamente que seu domínio é o conjunto Y. 


Proposição 6.7. Sejam zo E€ X e f,g: X \ {xo} — R duas funções 
dadas. Se liMs—>so f (x) = L e liMz>zo 9(7) = M, então: 


(a) limes (S Eg) = 
(b) imss f9) =L: M. 


(c) limao (é) (x) = &, caso M £0. 


L+M. 


Eo 9 


Prova. Em todos os itens a seguir, suponhamos dado € > O. 
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(a) Façamos a prova para f + g, sendo a prova para f — g comple- 
tamente análoga. Como indicado anteriormente, tentaremos estimar 
(f+9)(x)-(L+M)| por excesso em termos de |f (x)— L| e |g(x)— M|: 
como 


Cgi) (L+ M)| 


(f(x) — L) + (gz) — M) 

f(x) — L| + |g(£) — M| 

(pela desigualdade triangular), a fim de que |(f +g)(x)—-(L+M)| < € 
para x E€ X próximo a (mas diferente de) zo, é suficiente que tenhamos 
|f(x)— L| < Selg(x) -M| < 5. Mas, como $ > 0 e lim f(x) = L 
e lim, sao g(x) = M, a definição de limite garante a existência de reais 
positivos dj e do tais que 


IA 


x EX e0x< |r -— zo| < ĉi > |f(x)— L| < 


bolo 


 £EXeQ0< |r- zo| < ô = |g(x)— M| < 


Portanto, sendo ô = min{ô1, 65), temos ô > 0 e a concomitância das 
condições x E X e 0 < |x — zo| < ô acarreta simultaneamente em 
f(x) — L| < 5 e |g(x)— M| < $ e, daí, em 


(x) — L| < |f) — L| + |g(x) 


conforme desejado. 


hola 


€ € 
- M| < -+-= 


(b) Novamente aqui, estimemos |(fg)(x) 
mos de | f(x) — L| e |g(z) 


triangular que 


(fg)(z) — LM| 


— LM| por excesso em ter- 
— M|: inicialmente, segue da desigualdade 


|f æ) lgl) — M) + (f(x) — L)M| 

fælg) — M| + Hx) — HIM] 

(f(x) — L| + |La) — MI + f(x) — LIMI 
(x) — Llg(x) — MI + |Lllg(x) — MI 
+HMIlf(o) — Ll. 


IA IA 
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Portanto, a fim de que |(fg)(x) — (LM)| < e para x E X próximo a 
(mas diferente de) xo, é suficiente que tenhamos cada uma das parcelas 


f(x) — Llg(x) —- Ml, Llig(x)—-M|e IM || f(x) — L| menor que é. Para 
tanto, basta que tenhamos, por exemplo, 


(a) — LI, l9(2) — MI < TE 


o) -MI< 35) e f(x) — L| < SMF 


É ] os 
Em suma, é suficiente que tenham 


Ho) -L min hã mir) 
to) = a <min bs) 


Mas, se € = min (5 sur | e eo = min (5 air então 
€1,€2 > 0, e a definição de limite garante a existência de erros 01,02 > 0 
tais que | f(x) — L| < e, para todo z € X tal que 0 < |z — zo| < ô1, e 
ig(x)— M| < e», para todo x € X tal que 0 < |z — zo| < 02. Portanto, 
se ô = min{ð;, 2}, então ô > Dea concomitância das condições x € X 
e 0 < |x — zo| < ô acarreta, simultaneamente, em | f(x) — L| < «e 
Ig(£)— M| < €2, como necessário. 


e 


(c) Conforme antecipado no parágrafo anterior à prova, o lema de 


permanência do sinal garante a existência de do > 0 tal que | (7) > 
mi para £ € X e 0 < |z — zo| < ĉo. Portanto, consideramos 7 como 
a função t - Y \ {zo} > R, onde Y = (X Vos) N (£o — ôo, £o + 
ĝo), de sorte que em princípio faz sentido analisarmos o problema da 
existência ou não do limite limao (£) (£): 

Como Í Sf A pelo item (b) basta mostrarmos que limao TE 
+, Para tanto, como nos itens anteriores, estimemos 


por 


sdis es de 
gz) M 
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excesso em termos de |g(x) — M|: como |g(x)| > ml para x € Y, 


temos 1 1 g(x) —- M| 2 
RL) — 
E =" < olgtz) —- M 
FS z gl) || M | yrz 1940) — MI 
e, a fim de que 


AE e i < €, basta termos g(x) e M| < Mie, | 


Portanto, adicionalmente ao ĉo > 0 acima, basta escolhermos (in- 
vocando a definição de limite) um real ô; > 0 para o qual |g(x) — 
M| < Moe, para todo x E€ X tal que 0 < |z — zo| < 61; sendo 
ô = minfó,,01) > 0, temos para x E€ Y e0 < |z — zo| < O que 
Ig(x)| < wl e lg(x) —- M| < Me, conforme necessário. E 


Uma fácil indução permite estender as fórmulas dos itens (a) e 
(b) da proposição acima a uma quantidade finita de funções. Espe- 
cificamente, se xo E€ X e fi,..., fn : X \ {zo} > R forem tais que 
liMms—zo J;(x) = L; para 1 < j < n, então 


TLO 


Jim (fifa co: fo)a) = Lula e Ln 


Em particular, se k € N e f : X \{zo} > R for tal que lim, ro f(x) = 
L, então | 


lim f(x)" = LÔ. 


TT 
Também, seg: X > R for contínua em xo, a proposição 6.4 e do item 
(b) da proposição acima fornecem 


lim f(x)g(z) = Lg(ro). 


T—T0 


Doravante, assumiremos as-observações acima sem maiores comentá- 
rios. 

A proposição a seguir é conhecida na literatura como o teorema 
do confronto. Conforme veremos logo em seguida à sua prova, ela é 
muito útil para o cálculo de limites. 
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Proposição 6.8. Sejam zo € X e f,9,h: X \ {z0} — R funções tais 
que g(x) pertence ao intervalo de extremidades f(x) e h(x), para todo 
ze X\ {zo}. Se lime f(x) = limas h(x) = L, então lim xo 9(%) 
também existe e é igual a L. 


Prova. Dado € > 0, queremos encontrar ô > 0 tal que as condições 
zeXe0<l|x-xzo|< 6 impliquem |g(x) — L| < e. Para tanto, se 
f(x) < g(x) < h(x), então f(£)— L < g(x)— L < h(x) — L e, a partir 
daí, é fácil concluir que 


|g(x) — L| < max{| f(x) — L|, |h(x) — Dis. (6.7) 


Se h(x) < g(x) < f(x), concluímos, de modo análogo, a validade de 
(6.7). | 

Agora, invocando a definição de limite, sabemos que existem nú- 
meros reais 61,02 > 0, tais que 


rEX e0 < |r- ro|< ô => |f(£)-— L| < e 


xrEX e0 < |r- zo| < ð > lh(x)-L|<e 


Portanto, se ô = minfó1, 02), temos ô > 0 e 


|f(z)— L| < € 


X — => 
reXeO<l|z—-zxo|<o E 


Assim, para x € X tal que 0 < |z — zo| < ĝ, temos 


Ig(x) — L| < max{| f(x) — L|, |h(x) — L|} < maxte, €} = €. 


O teorema do confronto torna possível calcularmos um limite co- 
nhecido na literatura como o limite trigonométrico fundamental, 
o qual se revelará de grande importância na próxima seção. 
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Lema 6.9. lims E =1. 
Prova. Como queremos calcular um limite, podemos nos restringir 
ao intervalo |z| < 5. Suponha primeiro x > 0. Sendo (AB) =p 0 


comprimento do arco AB (figura 6.3), temos 


“Figura 6.3: o limite trigonométrico fundamental. 


senz = BD < AB < (AB) =x 


: sen x 
ou, ainda, 2 < 1. Por outro lado, sabemos do volume 2 que a área 


do setor circul á j E: 
ar AOB é igual a r- 3, = 3, a0 passo que a área do 


triângulo AOC é igual a 5 AC; portanto, também temos 


r = (AB) < AC = tgz, 


de maneira que cosx < ®=, Combinando essas duas desigualdades, 


T 
obtemos 


sen x 
cos x < 


<1. (6.8) 


O 
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O caso x < O pode ser tratado analogamente e fornece a mesma 
desigualdade acima. Então, segue de (6.8), juntamente com o teorema 


inui funcão cosseno, que lim; »o “7 existe 
do confronto e a continuidade da funçao a a 


: sen x 


e 


1 = lim cos z < lim 
20 


20 L 


Outra ferramenta muito útil no que concerne O cálculo de limites é 
dada pela próxima proposição. Para O enunciado da mesma, recorde 
que uma função f : X — Ré limitada se existir M > 0 tal que 


f(| <M, Vire A. 


Proposição 6.10. Sejam To E Xe fg: X\ {20} — R funções tais 
que f é limitada em X e limz—zo g(x) = 0. Então, liMs—zo f(x)g(z) = 
0, mesmo que não exista im» f(x). 


Prova. Dado € > 0, queremos encontrar ô > 0 tal que 
reXe0< |r- r| <ð => |F(a)g(x)| < €. 


Para tanto, se M > 0 é tal que | f(a)| < M para todo x e 
{zro}, então f(x) g(x)| < Mlg(a)| para todo x € X \ {zo}, € y a 
encontrarmos ô > O tal que |g(x)| < % para todo z € X tal que 


0 < |z — zo| < ô. Para tanto, é suficiente observarmos que a definição 
de limite aplicada a liMs—zo 9(£) = 0 garante a existência de ô > 0 tal 


que 


€ 
gexeo<|r-z|<ó= |g) < Fr 


| ma 
conforme desejado. 


1 
Exemplo 6.11. Se f : R \ {0} > R é a função tal que f(x) = seng 
para x Æ 0, então |f(x)| < 1, para todo x € R\ {0}. Como lim so T = 
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De modo análogo à discussão até aqui, dada uma função f : XN 
{zo} — R, podemos definir noções de limites laterais para f em zo, 
respectivamente à esquerda e à direita, pondo: 


(i) limpsxo— f(x) = L quando, para cada e > O dado, existir ô > 0 
tal que 


-“Ô<r-z<0=l|fx)-L<e (6.9) 
(ii) limaszo+ f(x) = L quando, para cada e > 0 dado, existir ô > 0 
tal que 


O<r-xo<o=>|f(ax)-— L| < e (6.10) 


Referimos ao leitor a figura 6.4 para uma interpretação geométrica da 
noção de limite lateral à direita, deixando como exercício a interpre- 
tação correspondente para limites laterais à esquerda. 


y 


o E 


Q 
aI S 


Gy 
Figura 6.4: limite lateral à direita. 


Ainda em relação a limites laterais, é imediato formular e provar, 
para os mesmos, resultados análogos àqueles da proposição 6.7 (cf. 


problema 3). Por fim, para uma função f : (a,zo) > R tal que e- 
xista liMz—zọ—- f(x) = L, escreveremos, por vezes, lim, zo f(x) = L, 


1 =Q. 


0, segue da proposição acima que lim,-s0 z - sen 
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deixando ao contexto a tarefa de elucidar se se trata de um limite | 


ordinário ou lateral; uma observação análoga é válida para uma, função 
f : (70,6) > R tal que exista lim, ,ro+ f(x). 

Terminamos esta seção observando que também podemos definir 
noções de limites infinitos e limites no infinito, começando com o caso 
de limites infinitos. 


Definição 6.12. Dada uma função f : X \ {zo} —> R, escrevemos 
limeso | (x) = +00 se, dado M > O arbitrário, existir ô > 0 tal que 


xz EXe0x< |z- zro| <ô => f(x) > M. 


Deixamos ao leitor a tarefa de elaborar definições análogas à defi- . É 


nição acima para lim, zo f(x) = —oo e lim, smo+ f (x) = +oo. 

A proposição a seguir estabelece alguns limites infinitos simples. 
Sua prova não difere em grau de dificuldade da prova da proposição 
6.7, de modo que a deixamos como exercício para o leitor. 


Proposição 6.13. Dadas funções f, g : X \ (zo) > R, temos 


(a) > jm f(lg)=L>0€e Jim g(x) = +oo, então Jim F(x)g(x) = 
OO. 


(b) Se lim f(x) =L<0€e lim g(x) = +oo, então lim ftg) = 


£> To LHS TT 


Foo. 
Voltemo-nos agora à consideração de limites no infinito. 


Definição 6.14. Se existe a > 0 tal que X D (a,+00)e f:X>5R 
é uma função dada, escrevemos lim, , 100 f(x) = L se, dado e > 0, 
existir 4 > 0 tal que 


TEK CCRA die dba e 
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Assim como antes, deixamos ao leitor a tarefa de elaborar defini- 
ções análogas à acima para lim, .,-oo f(x) = Le lim, 100 f(x) = oo. 
Por outro lado, observe que a proposição 6.13 continua válida se 
X D (a,+00) (resp. X D (-00,b)) e trocarmos xo por +oo (resp. 
— 00), sendo as demonstrações nesses casos essencialmente as mesmas. 

Um dos mais importantes usos de limites infinitos e no infinito é 
para a identificação das assíntotas horizontais e verticais do gráfico de 
uma função, de acordo com a seguinte 


Definição 6.15. Se f: X \ {zo} > R é tal que lim, sx f(x) = +oo, 
dizemos que a reta x = xo é uma assíntota vertical do gráfico de f. 
Analogamente, se X D (a,+oo) (resp. X D (-00,b)) e f: X 5 Ré 
tal que lim,., 100 f(x) = L (resp. lim, oo f(x) = L), dizemos que a 
reta y = L é uma assíntota horizontal do gráfico de f. 


Problemas — Seção 6.1 


1. Dada uma função f : X \ {z0} > R, prove que se lim, são f(x) 
existir, então ele é único. | 


2. * Estabeleça as generalizações dos itens (a) e (b) da proposição 
6.7, conforme discutidas logo após a prova da mesma. 


3. * Estenda a proposição 6.7 para limites laterais. 
4. Prove a proposição 6.13 e sua análoga para limites no infinito. 


5. Sejam f,g : (a,+00) > R funções tais que f é limitada e 
limys+oo g(x) = 0. Prove que lim; , 100 f(x)g(x) = 0; em se- 


guida, use este fato para mostrar que lim, ., oo EE = 0. 


l-—-cos x 
g? ' 


6. Calcule lim,.,o 


212 


10. 


11. 
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Seja f : X \ {zo} > R uma função tal que limz—>zo f GVL 
Se (an)n>1 é uma sequência em X \ {x0} tal que limn—-+oo an = 
To, prove que liMp—+oo f (an) = L. Conclua, a partir daí, que 
lim, -»o sen 1 não existe. 


Se X D (a, +00) e f : X — R é uma função dada, dizemos que 


areta y = ar + b é uma assíntota oblíqua do gráfico de f se 


liMmz+o(f(x)— (ax + b)) = O. Nesse caso, prove que 


a= lim Hu) e b= lim (f(x) = azr). 


zoo T xr— +00 


Em seguida, elabore o conceito de assíntota oblíqua y = ax + b 
caso X contenha uma semirreta da forma (—oo, 8), e mostre 


como calcular a e b nesse caso. 


- Em cada um dos itens a seguir, encontre as assíntotas verticais 


e oblíquas (cf. problema anterior) da função dada. 


(a) f :R\{0} > R tal que f(x)=x+ + para z £ 0. 
(b) f : R\(—a,a) > R tal que f(x) = 2 Yx? — a? para |x| > a. 


* Sejam n €E N e f : R —> R a função polinomial tal que 
fal =ant t An LT! +--+ ax + ao, 
com ao, Q1, .--, an E Re an £ 0. Prove que: 


(a) Sen é par, então limyz|»+oo f(X) = +00. 
(b) Se n é ímpar, então lim, Loo J (s) = 500. 
(IMO.) Encontre todas as funções f : (0, +00) — (0, +00) satis- 


fazendo as seguintes condições: 


(a) f(x f(y)) = y f(z), para todos os x,y > 0. 
(b) f(x) > 0 quando z — +00. 
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6.2 Propriedades básicas de derivadas 


Tendo estabelecido firmemente o conceito de limite, retomamos, 
com a definição a seguir, a discussão que levou a (6.3). 


Definição 6.16. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I >» R uma 
função dada. Fixado xo € I, diremos que f é derivável em x, se 


existir o limite 
lim f(xo + A) — fo) 


lim E: (6.11) 


Nesse caso, tal limite será denominado a derivada de f em zo, sendo 
denotado por f'(x0). 


Nas notações da definição acima, observe que, quando escrevemos 


- f(£o + A), estamos supondo implicitamente que h é tão pequeno que 


zo + h também pertençe a I = Dom (f). Tal suposição não impõe 
restrição alguma à definição, uma vez que estamos calculando um 
limite e o domínio de f é um intervalo aberto. Note, ainda, que exigir 
que o limite acima exista é o mesmo que exigir que exista o limite 

l x) — f(x 

o FE) Feo) 

L— LO P= To 
Isto porque, fazendo xo + h = x, temos h = x — x, e, além disso, 
h => 0615 xto. Portanto, sendo f derivável em x, E€ I, podemos 
escrever 


eta) = mita) po OCO) ead 


h>0 LO [= o 
A seguir, calculamos as derivadas de algumas funções simples. 


Exemplo 6.17. 


(a) Se f:R > R é uma função constante, então f é derivável em R 
“ef(x9) =0, para todo zo ER. 
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(b) Sen € Ne f: R — R é a função dada, para x € R, por 
f(x) = x”, então f é derivável em R e f(xo) = nent, para 
todo zo E R. 


(c) Se n € Z é negativo e f : R \ {0} > R é a função dada, para 
x € R\ {0}, por f(x) = x”, então f é derivável em R \ {0} e 
- f'(£o) = nap”", para todo xo € R \ {0}. 


Prova. 
(a) Sendo f(x) = c para todo x € R, temos 


tim 1620 +h) — F20) sian -miet 
h>0 h h=0 h h=>0 


(b) Pela fórmula do desenvolvimento binomial, temos 


 Flxo+th)-— fixo) + f(n E 
E a O 
= AM. RR a E 
E (o) im i 


no. z = 
= (1) im = na, 
h50 . 


x 


(c) Se n = —m, com m > 0 inteiro, então 
fixo+h)- figo) a [ar o =) 
h h (xo + h)” £o 


1 1 m E 
= mr (toh ut) 
0 
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Mas, como m > 0, segue do item (b) que 


E EO O E E 
= h = A Ad) 
1 
= o m eem S 
LO 


A seguir, mostramos que a função seno é derivável e calculamos 
sua derivada em cada ponto da reta, aumentando assim nosso estoque 
de exemplos. 


Exemplo 6.18. A função seno é derivável em todo x, € R, com 
sen'zo = COS £o. 


Prova. As fórmulas de transformação em produto nos dão 


ni a 
h h 2 


Como a função cosseno é contínua, segue dos cálculos acima e do limite 
trigonométrico fundamental (cf. lema 6.9) que 


j , > h 
sen xo = lim - COS | £o + — 
h>0 5 2 


l sen É l h 
= lim —* : lim cos To+ 5 


h>0 2 h>0 
`. senh | 
= lim - COS Lo = COS To. 
h50o h 


Observações 6.19. Antes de prosseguir com o desenvolvimento da 
teoria, teçamos duas observações úteis. 
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1. Uma vez que derivadas são limites, dada uma função f : [a,b) — 
R, podemos considerar a derivada lateral à direita em a, i.e., 
o limite | 


L—>+a+ LT — q 
caso tal limite exista. Analogamente, para f : (a,b| > R po- 
demos considerar a derivada lateral à esquerda em b, i.e., o 
limite Fa) — f(b) 
/ . t) — 

e a o 
(novamente caso tal limite exista). Ademais, sempre que disser- 
mos que uma função f : |a,b|) > R é derivável, ficará implícito 
que as derivadas de fem x = a e x = b são laterais; entretanto, 
sempre que não houver perigo de confusão, escreveremos sim- 
plesmente f'(a) e f'(b) (em vez de fi(a) e f (b)) para denotar 
tais derivadas. 


2. Por vezes, denotaremos a derivada de uma função f num ponto 
zo utilizando a notação alternativa (devida a Leibniz) L (xo), de 
sorte que | 


. f(z) — f(zo) 

— = lim =, 

dx (z0) o L— To | 

Tal simbologia se justifica pelo fato de que, classicamente, a 


T 
fração do segundo membro acima era escrita como E e, daí, 
TO 


a recorda que a derivada é o limite de tais quocientes, i.e., 
dg ) = lim Aff 
dx ed die 471) AT zo 


Voltando ao curso normal da teoria, se Z C R for um intervalo 
e uma função f : I > R for derivávelem todo x, € ZI, diremos 
simplesmente que f é derivável em TI. Nesse caso, fica bem definida 
a função derivada f’: I — R, que associa a cada z € I a derivada 


f'(x) de f em z. 
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Para o exemplo a seguir, observamos que um cálculo imediato (cf. 
o problema 1) permite mostrar que se f : I — R é derivável em zo € T, 
então, fixado c € R, a função g : I >» R dada por g = c- f também é 
derivável em zo, com 


g(xo) = c- f (x0). 


Exemplo 6.20. Sen € Z\{0}e f : R — R éa função dada por f(x) = 
r”, então, de acordo com o item (b) do exemplo 6.17, a função derivada 
de f é a função f':R > R dada por f'(x) = nz”~t. Portanto, segue 
novamente daquele exemplo e do último parágrafo acima que f’ é 
derivável, com f"(x) = n(n — 1)x””!, para todo z E R. 


A definição de derivada, juntamente com a relação (6.3), nos per- 
mitem apresentar outra definição relevante. 


Definição 6.21. Sejam 1 C R um intervalo aberto e f : I — R uma 
função derivável em x, € I. A reta tangente ao gráfico de f no 
ponto (xo, f(£o)) é a reta que passa por tal ponto e tem coeficiente 
angular igual a f'(x0). 


Segue da definição acima e de (6.2) que a reta tangente ao gráfico 
de f em (xo, f(x09)) tem equação 


y — f (z0) = Flxo)(x — xo). 


Ilustramos a noção de reta tangente a um gráfico no exemplo a 
seguir. 


Exemplo 6.22. Sejam f : (0,+00) > R a restrição da função de 
proporcionalidade inversa ao primeiro quadrante do plano Cartesiano 
e Gy seu gráfico. Sejam, ainda, A um ponto qualquer de Gy e P e 
Q os pontos sobre os eixos Cartesianos, tais que a reta PQ tangencia 


Gy em A (cf. figura 6.5). Prove que: 
(a) AP = dO. 
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(b) Se O é a origem do sistema Cartesiano em questão, então a área 
do triângulo POQ independe da posição de A sobre Gy. 


Figura 6.9: tangente ao gráfico de x = = 


Prova. Sexo > 0 e A é o ponto (x, fo) = (zo, 1), então a reta 


tangente a E f em À tem equação y — — = f'(xo)(x — zo). Mas, como 
f(xo) = -= x (pelo exemplo 6.17), on imos que a equação da reta 
em e é y- == =a(a — to) ou, ainda, 


rêy +x = 2%. 


Substituindo sucessivamente x = 0 e y = O em tal equação, obtemos 
Ẹ (0, 2) e Q(2x0,0), ou vice-versa, e os itens (a) e (b) seguem ime- 
diatamente: 


(a) AP = AQ A = P + Q, o que é imediato verificar 
(b) A(POQ) = 50P OQ = 5 o Po = 2 E 
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Após os exemplos iniciais acima, a partir de agora estudamos de 
maneira mais sistemática o problema do cálculo de derivadas, adi- 
ando aplicações desse conceito para a próxima seção. Comecemos 
mostrando que uma função derivável em um ponto é necessariamente 
contínua em tal ponto. 


Proposição 6.23. Se uma função f : I > R é derivável em zo € I, 
então f é contínua em zo. 


Prova. Para x € I, a desigualdade triangular fornece 


|f) — F(z0)| < | f(x) — f (£0) — Hxo)(a — zo)| + |f (£o)(£ — xo)] 


T / 
< fo — ol- [EELE pao) + IP e)te — mo) 
L— X 
Agora, dado € > 0, podemos tomar O < ô < 1 tal que 
0< |r- r|<ő=> Pen pay a 
£ — To 2 


Por outro lado, como a função x > |f(xo)(x — xo)| é claramente 
contínua, podemos supor que o ô escolhido acima também é tal que 


0 < |£ — zo| < ô => |f(xo)(x — zo)| < E 
Portanto, para tal ô temos que 
0 < |æ — zo] < 8 = f(x) — f(xo)| < 


de modo que segue a continuidade de J: E 


O exemplo clássico a seguir mostra que existem funções não deri- 
váveis em certos pontos de seus domínios. 


Exemplo 6.24. A função f:R > R dada por f(x) = 
em toda a reta mas não é derivável em z = 0. 


|x| é contínua 
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Prova. Para confirmar a afirmação do exemplo, observe que 


fO+h)- fO Ih f1, se h>o0 
h = h l-1, se h<0` 
Portanto não existe limp..o AORA E 


No que segue, apresentamos algumas regras de derivação, i.e., fór- 
mulas que relacionam as derivadas de duas funções deriváveis dadas 
com a derivada de certas funções obtidas a partir das funções iniciais. 


Proposição 6.25. Se f,g : I > R são funções deriváveis em zo € IT, 
então: | 


(a) f +g é derivável em xo, com (f + 9) (xo) = f'(x0) + g'(x0). 


(b) fg é derivável em a, com (fg) (zo) = f(zo)g(xo) + f(xo)g'(xo). 


Prova. 
(a) Provemos que f + g é derivável em zo, com (f + 9)'(x9) = f'(x0) + 
g' (xo), sendo a prova das afirmações relativas a f — g completamente 


análoga. Como 
(f +g)(zo +h) — (F +9)(z0) _ f(zo +h) — f(xo) 
h h 
g(xo + h) — g(xo) 
+ AD ACO 

h 

as propriedades operatórias de limites garantem que se f'(xo) e g'(x0) 
existirem, então (f + g) (xo) também existirá e 


(f +g)(xo +h) — (f + g)(xo) 


(f +9) (£0) = lim 


h 
B (2 EO Ooo) 4 g(xo + h) — o) ) 
h—>0 h h 
E fzo +h) — f(xo) ER g(xo + h) — g(xo) 
h=0 h h50 h 


= f' (£o) + g'(x0). 
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(b) Inicialmente, observe que 


(fg) (zo + h) — (fg)(£0) _ (Hut L) osh 
h ` h 
add (6.13) 
P (2 na g( 3 E] 


Agora, como g é derivável em zo, segue da proposição 6.23 que g é 
contínua em x, e, daí, 


lim g(xo + h) = g(xo). 
h>0 


Portanto, fazendo h — 0 em (6.13) e utilizando as propriedades ope- 
ratórias de limites, concluímos que 


a (S9)(xo + h) — (fg)(xo) BE f(£o + h) — f(xo) 
h>0 h h>0 h | 


+ f(xo) - lim 
= f(xo)g(xo) + F(xo)g (xo). 


“Jim g(xo + A) 
h—0 
g(xo + h) — g(xo) 
h 


E 
Exemplo 6.26. Seja f:R > R a função polinomial dada por 
f(x) = aux” + an1" ++ ax + a, 
com a9,01,...,0n E Re an £ O. Utilizando repetidas vezes o exemplo 


6.17 e o item (a) da proposição anterior, concluímos que f é derivável 
em R, com f':R > R também polinomial, tal que 


f(x) = nans" ™ + (n — Dar +--+ 2a2£ +, 


para todo x € R. 
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A mais importante dentre todas as regras de derivação é a regra 
da cadeia para derivadas, a qual é o objeto do teorema 6.14 a seguir, 
para cuja prova precisamos de alguns preliminares. 

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma função derivá- 
vel. Para cada x € I e h Æ 0 tal que x + h € I, definindo 


r(h) = f(x +h) — f(x) — f (z)h 


temos f(x + h) = f(x) + f(x)h+r(h) e 


w o lim m (Petr ho Ci É, ei RR a) =0, 


h=>0 h 


pela definição de derivada. Reciprocamente, temos o seguinte resul- 
tado auxiliar. 


Lema 6.27. Sejam I C R um intervalo aberto, f : I => R uma 
função dada e zo € I. Se existir um número real L tal que r(h) = 
f(x + h) — f(x) — Lh satisfaça a condição limpo 5; r(A) — 0, então a 
função f é derivável em xo, com f'(x9) = L. 


Prova. A condição dada equivale a 


DO dim feto ho che) -1) =0 


h>0 h h—>0 
ou, O que é o mesmo, a 


lim f(z +h) - fa) e 
h>0 h 


A prova do teorema a seguir pode ser omitida numa primeira lei- 
tura. | 
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Teorema 6.28. Se I,J C R são intervalos abertos e g: I => Je 
f : J > R são funções deriváveis, então fog: I > R também é 
derivável, com 


(Fog) (£) = Fa(a)g'(x), (6.14) 


para todo x € I. 


Prova. Sejam x € I e y = g(x). A derivabilidade de f, juntamente 
com o lema anterior, nos permite escrever 


fly +t) = fly) + tf (y) + s(t), 


onde lim, ,o $ a0 — (0. Analogamente, a derivabilidade de g e o lema 
anterior onde 


glz + h) = g(x) + hg'(x) + r(h), 


onde limpo ~ rh = 0. Sen(h) = g' (x) += rh) a condição limpo td) = ( 
garante que a ndo n é limitada para h próximo de 0. Agora, 


(fog)(x +h) -— (f° g)(z) = f(g(x +h)) — fla(x)) 

= f(g(x) + hg (z) + r(h)) — f(g(x)) 

= f(g(x) + hn(h)) — Flg(x)) 

Flg(x))hn(h) + s(An(h)) 

= f(g(x))(hg'(x) + r(h)) + s(hn (h )) 
Fala) (z)h + f'(glx))r(h) + s(An(h)). 


Portanto, para mostrarmos que f o g é derivável em x e que vale 
(6.14), é suficiente, pelo lema anterior, provarmos que 


im FOr) + shath) 


h>0 h B 


Já temos limpo Tt) — = 0. Quanto a (had) , há dois casos a considerar: 
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(1) Onde n(h) = 0, temos s(An(h)) = s(0) = 0. Agora, sendo g: R>R a função dada para x € R por g(x) = 22, 


temos f(x) = (sen o g)(x), de sorte que a regra da cadeia fornece 


(ii) Onde n(h) Æ 0, temos 
(th) (tn) 


f (2) = sen'g(x) g(x)=2% cos(x’). 


h hn(h) 


Mas, como n(h) é limitada para h próximo de 0, segue da proposição 
6.10 que limpo An(h) = O e, da igualdade acima, concluímos que 


Portanto, se f(x) = sen (x?) fosse periódica, a discussão do parágrafo 
anterior garantiria que f’ seria limitada, o que, obviamente, não é o 
caso e nos fornece uma contradição. E 


Corolário 6.31. Se fg: I = R são funções deriváveis em I, com 


la s(hn(h)) i. g(x) £ O para todo x € T, então E : I > R é derivável em 7, com 
E | (£) (x) = 1 Mate) — F(2)g' (2) 
g gta)? 


Exemplo 6.29. A regra da cadeia nos permite calcular a derivada da 
função cosseno. De fato, cosx = (sen og)(x), onde g: R > Réa 
função dada por g(x) = Z — x, para todo x € R. Portanto, temos pela 


para todo x € J. 


Prova. Ser: R a {0} > R é a função de proporcionalidade i inversa, 


regra da cadeia que | i.e., se T(x) = x71, para z a 0, então, pelo item (c) do exemplo 6.17, 
| > T é derivável e 7 (a) = 2, para todo z € R \ {0}. Por outro lado, 
cos'z = (sen og) (x)= sen'g(x)- g'(x) = cos g(x) . (—1) ada | 
= — COS (5 = z) = —Sengz. f(x) as f(x) (T a 9)(2) 
Exemplo 6.30 (Canadá). Prove que a função f : R —> R dada por a | paratodo x ET, de sorte que as regras de derivação de um produto e 
f(x) = sen (x?) não é periódica. “É — da cadeia fornecem 
| o l nna 4 Í | | 
Prova. Primeiramente, gas que, se j : R > R n pa ss 1 Í ) (2) = Ha) -(rogla)+f (2) - (r o g)(a) 
 derivável e periódica, então sua derivada f” : R > R, além de contínua g 


(cf. proposição 6.23), será também periódica. De fato, sendo f(x) = = f£). 1 + Hm) - T'(g(2))g' (2) 
f(x + 7), para algum real r > 0, temos pela regra da cadeia que 4 g(x) 
f(x) = f(x + 7), de sorte que r também é um período para f”. 4 f(x) 


= o tao O 


Segue, daí, que 


Um (7°) = Im (fio) | - PO) - Foe) 
e a continuidade de f’ garante, juntamente com o corolário 4.32, que d À og (x) 


f’ é uma função limitada. f k 
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Exemplo 6.32. Se D = {5 + kr; k € Z}, então a função tangente 
tg : R\ D > R é derivável e tg'z = sec? x, para todo x € R \ D. De 
fato, segue da fórmula do corolário anterior que 


2 2 
i sen'r cosg — sen gcos s cos Desen 1 E 
O Cos? x = cos? x cos? 1 


Examinemos, agora, a derivabilidade da inversa de uma função 


derivável. 


Teorema 6.33. Sejam Z, J C R intervalos abertos e f: I > J uma 
bijeção derivável. Se f(x) Æ 0 para todo x € I, então f™t: J — Ié 
derivável em J. Ainda nesse caso, se x € I e y = f(x) € J, então 


(6.15) 


Prova. Vamos nos limitar a deduzir a fórmula para (f!)'(y), assu- 
mindo a derivabilidade de f”! (para uma prova deste fato, referimos ao 
leitor o capítulo 8 de [34]). Por simplicidade de notação, seja g = fr. 
Como (go f)(x) = x para todo x € I, temos (go f)(x) = 1, para todo 
x € I. Portanto, a regra da cadeia garante que 


g (f(z) f (a) =1 


para todo x € I, de modo que, pondo y = f(x) € J, obtemos 


g'(y) = 9(f(x)) = TE) , 


Como aplicação do teorema acima, mostramos no exemplo a seguir 
que a função arco-tangente (cf. exemplo 4.23) é derivável e calculamos 


sua derivada. 
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Exemplo 6.34. A função arctg : R — (—Z, z) é derivável, com 
“a 
I +y? 


arctg'y = 
para todo y €E R. 


Solução. Inicialmente, observe que tg'zr = sec?r 0, para todo 
£ E (—E, z), de sorte que a função arctg é derivável pelo teorema 
anterior. Ademais, se y € R e z = arctg y, então y = tgx e (6.15) 
fornece 

PONGE SE 1 dl 
te'r ser  1+tg?r 1+y? 


arctg 'y = 


Terminamos esta seção apresentando, ao leitor, o conceito de deri- 
vada de ordem superior. Para tanto, sejam dados um intervalo I CR 
e uma função f : I —> R. Dizemos que f é duas vezes derivável em 
Lo E Í se existir um intervalo J C I contendo £o, tal que f é derivável 
em J e a função derivada f’: J — R é derivável em £to E€ I. Nesse 
caso, dizemos que (f’)'(xo) é a derivada segunda de fem xo, a qual 
será denotada doravante simplesmente por f” (zo). Se f for derivável 
em I e f' também for derivável em 1 , diremos simplesmente que f 
é duas vezes derivável em 7, e fica bem definida a função derivada 
segunda f":I5R. 

Mais geralmente, seja dado k € Ne suponha que já definimos o que 
se entende por f ser k vezes derivável em 1 , bem como o que se entende 
pela k—ésima derivada f% (xo), de f em xp E I. Denotando por ft). 
I — R a função k—ésima derivada de f, definimos a (k + 1)—ésima 
derivada de f em zọ pondo 


Pae 
caso tal derivada exista. 


Por fim, se ft) (£o) existe, para todo k € N e £to E I, dizemos que 
f é infinitamente derivável em I. 
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a 0 111 [ET ———————— 


Exemplo 6.35. As funções sen , cos : R — R são infinitamente deri- 


váveis, com 


(4k+3) — 


— COS 


(4k) — sen, sent’) = cos, sent?) = —sen, sen 


sen 


2 4k+3) — 
cos = cos, cost+D = —sen, cost? = — cos, cost) = sen, 


para todo k E N. 


Problemas — Seção 6.2 


1. * Sejam Z C R um intervalo aberto e f : 1 — R uma função 
= derivávelem zo € I. Fixado c € R, prove que a função g : I > R 
dada por g = c- f também é derivável em xo, com 


g' (xo) = c- f(x). 


2. Seja r um racional não nulo e f : (0,+00) — R a função dada 
por f(x) = x". Prove que f é derivável, com f'(x) = rx"! para 
todo x > 0. 


3. Dado R > 0, seja f : (~R, R) > R a função dada por f(x) = 


JR? — r2. Prove que: 


(a) O gráfico de f é o semicírculo de centro na origem do plano 
Cartesiano, contido no semiplano superior do mesmo e com 
raio R. 

(b) Dados xo € (—R, R) e A(zo, f(xo)), a reta tangente ao 


gráfico de f, obtida de acordo com a definição 6.21, coincide 
com a reta que passa por A e é perpendicular ao raio OA. 
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4. * No exemplo 4.23, definimos as funções arcsen : [-1,1] > 
[-Z, Z] e arccos : [-1,1] — [0,7] como as inversas das funções 
sen : [-5,5] > [-1, 1] e cos : [0,7] — [1,1], respectivamente. 
Use o teorema 6.33 para provar que as restrições das funções 


arcsen e arccos ao intervalo aberto (—1,1) são deriváveis, com 


1 1 
e arccos t = — 


y1 — x? V1 — q2' 


para todo x € (—1,1). 


arcsen'x = 


5. Prove que a função f : (0,+00) > R, dada para x > 0 por 
f(x) = sen yz, não é periódica. 


6. * Prove a versão a seguir da regra de "Hôspital!: se f, g : I = 
R são funções deriváveis em xo € T e tais que f(x9) = g(x9) = 0 
e g'(xo) Æ 0, então 


im PO _ fæ 
cz g(x)  g'(£o) 


T. Se a é um real positivo, prove que lim,.s +00 (1 + a)” = e 


8. Seja P a parábola de foco F e diretriz d. Se Pi, Po e P são tais 
que F € PP», prove que as tangentes a P traçadas pelos pontos 
P, e P> intersectam-se sobre a reta d. 


9. (OBMU.) Se f(x) = e “sen x e f™ denota a n—ésima derivada 
de f, calcule fY (0). | 


10. (OBMU.) Dados reais não nulos a1, as,..., an, mostre que o pe- 
ríodo da função f : R — R, dada para x € R por 


n 


Ha) = $ a cos(jz), 


j=1 


l Após o matemático francês do século XVII Guillaume F. Antoine, Marquês 


de "Hôspital. 


bar 
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é exatamente 27. 


Para o próximo problema, O leitor achará conveniente dispor 
de uma extensão da definição de limao f(x) ao caso de uma 
função f : X —> R, onde X c R é um conjunto nao vazio 
qualquer, e xo € R é o limite de uma sequência de elementos 
distintos de X (por exemplo — e esse será, essencialmente, O caso 
de nosso interesse no problema em questão —, podemos ter a = 
Q e xo = V2). Felizmente, tal extensão é formalmente idêntica 
à definição de que já dispomos: dizemos que limy-szo f(x) existe 
e é igual a L se, para todo e > 0, existe ô > 0 (dependendo de 
e) tal que 


reXeo<l|z-m|<6= I|f(x)-L|<e 


11. (OIMU.) Seja f : (0, +00) > R a função definida por: 


0, se rQ | 
ja) = +, Se = com p,q €N; mdc (p,q) = 1 
q 


Se k E N não é quadrado perfeito, mostre que f é derivável em 


g = vk. 


6.3 A primeira variação de uma função 


Vimos, na seção 4.3, que toda função contínua f : [a,b] — R atinge . 


valores extremos (i.e., máximo e mínimo) em [a,b]. Nesta seção, 
iciona. pé enéricas razoáveis sobre f (por 
lisaremos se, adicionando hipóteses g | = 
exemplo, supondo f derivável), existe algum procedimento que 
permita calcular efetivamente os pontos extremos correspondentes. 
Ademais 
Em tudo o que segue, 1 denota. um intervalo da reta. ' 
o interior de 1 é o intervalo obtido de I pela exclusão de sua(s) 
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extremidade(s), caso ela(s) exista(m). Por exemplo, se Z = [a,b], 


la, b), (a,b|] ou (a,b), o interior de T é o intervalo (a,b); analogamente, 

se I = [a,-+o0) ou (a, +oo), seu interior é o intervalo (a, +00) etc. 
Nosso propósito nesta seção é resolver o problema descrito no pri- 

meiro parágrafo para funções f : I — R contínuas em Z e deriváveis 


em seu interior. Para tanto precisamos, inicialmente, da definição a 
seguir. | 


Definição 6.36. Dada uma função f : I =» R, dizemos que x, € I 
é ponto de máximo local (resp. mínimo local) para f se existe 


c€ > 0 tal que f(xo) > f(x) (resp. f(xo) < f(x)), para todo x € 
(£o — €, zo +€) N I. 


Genericamente, um ponto de máximo ou mínimo local para uma 
função f : I — R é denominado um extremo local de f. Se I for 
um intervalo aberto e f : I — R for derivável, mostraremos a seguir . 
que os extremos locais de f .são zeros da derivada f' de f. Entre- 
tanto, uma vez que tais zeros desempenham papel preponderante na 
discussão subsequente, antes de apresentarmos a prova desse resultado 
introduzimos uma nomenclatura relevante. 


Definição 6.37. Se I C R é um intervalo aberto e f : I > R é uma 


função derivável, dizemos que x, E€ I é um ponto crítico de f se 


f'(xo) = O. | 


Podemos, agora, enunciar e provar o seguinte resultado fundamen- 


tal, conhecido como o teste da primeira derivada para extremos 
locais. 


Proposição 6.38. Se I C R é um intervalo aberto e f: [5 Ré 


uma função derivável, então todo extremo local de f também é ponto 
crítico. 


Prova. Analisemos o caso em que x9 € I é um ponto de mínimo local 
para f, sendo a prova no outro caso totalmente análoga. 
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Tome ô > 0 tal que (xo — ô, £o +ô) Ce 
0 < |A| < 8 = f(zo + h) — f (£o) > 0. 


Para O < h < ó, temos então que 
F(xo +h) — f(xo) > 0, 
CO por É 
de sorte que 


fm) = jim Senta fio o 


Raciocinando de modo análogo com 0 > h > —ó, concluímos que 


F'(xo) = Jim Ada br. 


e, daí, f'(£o) = 0. E 


Como corolário do teste da primeira: derivada, temos o seguinte 
critério de pesquisa de pontos extremos. 


Corolário 6.39. Seja f : I — R uma função contínua em Z e derivável 
no interior de I. Se f atinge um valor extremo (máximo ou mínimo) 
em I, então o ponto extremo correspondente é uma das extremidades 
de I ou um ponto crítico de f. 


Prova. Seja xo € I tal que f(x9) = min{ f(x); x E€ I} (o caso em que 
zo E I é ponto de máximo pode ser tratado de modo análogo). Se xo 
for uma extremidade de I, nada mais há a fazer. Senão, £o pertence 
ao interior de 7, o qual é um intervalo aberto, e o teste da primeira 


derivada garante que zo é ponto crítico de f. 


Nosso próximo resultado é um importante teorema devido a J. L. 
Lagrange e conhecido como o teorema do valor médio (abreviado 
TVM). Para a prova do mesmo, recordamos (cf. teorema 4.31) que 
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uma função contínua f : [a,b] > R atinge valores extremos em [a, b] 
de outra forma, para uma tal f existem £m, £m € [a,b], tais que 


Fam) = min{ f(z); x € [0,0]) 
Ham) = max( f(x); « € [a,b]} 


Teorema 6.40 (Lagrange). Se f : /a,b] — R é uma função contínua, 
em |a, b] e derivável em (a,b), então existe c € (a,b) tal que 


) 


(6.16) 


b) — fla 
O-A po 


Prova. Suponhamos, primeiramente, que f(a) = f (b) = 0 e mos- 
tremos que existe c € (a,b) tal que f(c) = 0. Para tanto, sejam 
Tm, UM E [a,b] como em (6.16). Se £m, ty € {a,b}, então, para todo 


x € |a, b], temos 


O = f(£m) < f(x) <fn) = 0, 


de sorte que f é identicamente nula em [a,b], e nada há a fazer. Senão 

suponha, sem perda de generalidade, que zm € (a,b). Então o jeste 

da primeira derivada garante que f'(xm) = 0, e basta tomar c= r M. 
Para o caso geral, seja g : [a,b] — R a função dada por 


se) = so- (=F) ro + (z=) rl; 


para todo x € [a,b]. Claramente g é contínua em [a,b] e derivável em 
(a,b), com g(a) = g(b) =0 e 


b—-a b-a 
Portanto, tomando c € (a,b) tal que g'(c) = O (cuja existência é ga- 
rantida pela primeira parte da prova), obtemos, a partir da igualdade 


p= fito He Jo) 


— a 


acima, que 
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Nas notações do TVM, observamos que o caso particular f(a) = 
f(b) = O do mesmo precede Lagrange, sendo devido ao matemático 
francês do século XVII Michel Rôlle e conhecido na literatura como o 


teorema de Rôlle. 


Geometricamente, tendo em vista a discussão do início da seção 
6.1 sobre a reta tangente ao gráfico de uma função derivável, o TVM 
garante (nas notações de seu enunciado) a existência de c € (a,b) tal 
que a tangente ao gráfico de f passando pelo ponto (c, f(c)) é paralela 
à secante que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Além disso, o TVM 
admite várias consequências relevantes, as quais elencamos a partir de 
agora. 


Corolário 6.41. Se I C R é um intervalo aberto e f : I > R é uma 
função derivável, então: 


(a) Se f(x) = O para todo x € I, então f é uma função constante. 


(b) Se existe m € R \ {0} tal que f'(x p= 
f é uma função afim. 


m para todo x € I, então 


Prova. Fixe |a,b]) C I e seja x € (a,b| um ponto qualquer. Pelo 
TVM, existe c € (a, x) tal que 


Analisemos, agora, os itens (a) e (b) separadamente: 


(a) Nas hipóteses do item (a), temos f'(c) = 0, de modo que f(x) = 
f(a). Mas, como x € (a, b] foi escolhido arbitrariamente, segue que f 
é constante em |a, b|. Por fim, como T é a união de intervalos encai- 
xantes [a;, b;| (verifique este fato!), concluímos que f é constante em T. 


(b) Nas hipóteses do item (b), seg: 1 > R é a função definida por 
g(x) = f(x) — mz para todo x € I, então g é derivável e g'(x) = 
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f'(x) -m = 0, para todo x € I. Portanto, segue do item (a) que 
g é constante, digamos g(x) = n para todo x € I, e segue, daí, que 
f(x) = mz +n para todo x € I, conforme desejado. 


Exemplo 6.42 (OIMU). Encontre todas as funções f : R > R tais 
que | 


(F) — F)? < |z — yl’, 


para todos os x,y E R. 
Solução. Se f é uma de tais funções, então, fixado £o E R, temos 


PER 


0) < |£ — zol, 
+ 


para todo x Æ £o. Fazendo agora x — zo, concluímos que f é derivável 
em xo e f(zo) = 0. Mas, como x, foi escolhido arbitrariamente em 
R, segue que f(x) = 0 para todo x € R, de sorte que, pelo corolário 
anterior, f é constante. 

Por fim, é imediato verificar que toda função constante satisfaz as 
condições do enunciado. E 


A próxima consequência do TVM nos ensina como obter os in- 
tervalos de monotonicidade de uma função derivável. A proposição a 
seguir é por vezes referida na literatura como o estudo da primeira 
variação de uma função derivável?. 


Proposição 6.43. Se f : I — R é uma função contínua em I e 
derivável no interior de I, então: 


(a) f’ > 0 no interior de I se, e só se, f é não decrescente em T. 


“Essa terminologia alude ao papel preponderante da primeira derivada no re- 
sultado em questão, bem como ao fato de que, classicamente, a primeira, derivada 
de uma função derivável era denominada sua primeira variação. 
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(b) Se f' > 0 no interior de I, então f é crescente em I, mas a 


recíproca não é válida. 
(c) f’ <0 no interior de 1 se, e só se, f é não crescente em T. 


(d) Se f’ < O no interior de I, então f é decrescente em 1, mas a 


recíproca não é válida. 


Prova. Provemos somente os itens (a) e (b), sendo a prova dos itens 


(c) e (d) inteiramente análoga. 


(a) Suponha primeiro f não decrescente em I. Para um ponto à no 
interior de I, tome ô > 0 tal que (x—ô,2+6) CT. Se 0 < h < å, então 
£+h € I, de sorte que f(x +h) — f(x) > 0. Portanto, ferh- Je) >0 
e, fazendo h — 0+, obtemos | 


Reciprocamente, suponha que f! > 0 no interior de Z. Sea,bel 
são tais que a < b, a continuidade de f em I garante sua continuidade 
também em [a,b]. Por outro lado, como (a, b) está contido no interior 
de I, temos f derivável em (a, b), de sorte que o TVM garante a 


existência de c € (a,b) tal que 


f(b) — fla) = f'(c¢) 2 0. 


b— q E 


Logo, f(b) > f(a), e a arbitrariedade da escolha de a < b em I garante 
que f é não decrescente em 1. | 


(b) Suponha que f! > 0 no interior de J, e sejam a < b dois pontos 
quaiquer de J. Novamente pelo TVM, existe c € (a,b) tal que 
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de modo que f(b) > f(a). Logo, f é crescente em Z. 
Para ver que a recíproca não é verdadeira, considere f : R — R 
dada por f(x) = xº. Ela é crescente em toda a reta, mas f(0) = 0. E 


Agora, vejamos como utilizar os resultados acima para estudar 
máximos e mínimos de funções. 


Exemplo 6.44. Se f : 10, +00) > R é a função dada por f(x) — as 


mostre que f atinge um valor mínimo em [0, +oo) e calcule tal valor. 


Solução. Se f atinge um valor mínimo em [0, +00), o corolário 6.39 
garante que tal ocorre em 0 ou em um ponto crítico de f. 
Calculando a primeira derivada de f, obtemos 


(o) = EELD- EAD res 
f'(x) = (x + 1)? ~ (x + 1)? ) 


de sorte que f(x) = 0 se, e só se, x = 1 (lembre-se de que devemos 

ter x > 0). Por outro lado, como z? + 2x — 3 = (x+3(x — 1), 
concluímos que f’ é negativa no intervalo (0,1) e positiva no intervalo 
(1, +00). Portanto, a proposição anterior garante que f é decrescente 
no intervalo [0, 1] e crescente no intervalo [1, +00), de modo que segue 
que f realmente atinge seu valor, o fazendo em x = 1. Logo, o valor 
mínimo de f é f(1) = 2. E 


O exemplo a seguir utiliza o estudo da primeira variação de uma 
função para dar uma outra prova da desigualdade entre as médias 
aritmética e geométrica. 


Exemplo 6.45. Dados n > 1 inteiro e reais positivos 01,092,...,Gn, 
use a proposição 6.43 para provar que 


> aa... ün, 
n 


ocorrendo a igualdade se, e só se, a = ag = +: = Qn- 
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Prova. Façamos indução sobre n > 1, sendo a prova do caso n = 2 
aquela apresentada na seção 7.2 do volume 1. Seja dado k > 2 inteiro 
e suponha, por hipótese de indução, que já provamos a desigualdade 
do enunciado para quaisquer n = k — 1 reais positivos, com igualdade 
se, e só se, eles forem todos iguais. 

Dados k reais positivos q1,...,Qk-1,Gk, seja f : (0,+00) > Ra 
função dada para x > 0 por 


flg)=n+""+Haa+tr—nta... AL. 


Se mostrarmos que f(x) > O para todo x > 0, com igualdade se, e 
SÓ se, Q1 =-*: = Qu-1 = T, concluiremos em particular que f (an) > 0, 
com igualdade se, e só se, q = :** = Q,-1 = Gn, conforme desejado. 
Para tanto, observe que f é derivável, com 


Fa) =1-— Ya... E i 


para todo x > 0. Portanto, sendo £o = "=/a1...Gn-1, temos f” < 0 
em (0, z0), f'(£o) = 0 e É > 0 em (zo, +00), de maneira que f é 
decrescente em (0, xo] e crescente em |zo, +00). Assim, atinge seu 
valor mínimo em x = zo, sendo f(x) = f(xo) se, e só se, £ = Tọ. 

Por fim, uma simples substituição fornece 


f(E) = arte t anai (n= 1) y n, (6.17) 


de modo que f(x0) > 0, pela hipótese de indução. Logo, 
o FEF) 


para todo x > 0, ocorrendo a igualdade se, e só se, £ = £o e f (xo) = 0. 
Basta agora observar que, graças a (6.17 ) e à hipótese de indução, 
f(xo) = 0 se, e só se, a =--- = an-1, de forma que há igualdade se, 
E, 


e SÓ Se, Q1 = ++ = An-1 5 T. 
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Problemas — Seção 6.3 


1. Prove a proposição 1.25 utilizando os métodos desenvolvidos 


nesta seção. 


2. Utilize o estudo da primeira variação para encontrar, se houver, 


o valor máximo da função f:|0,+00) > R dada, para x > 0, 


por f(x) = Es 


3. Encontre, se houver, os valores máximo e mínimo da função 


f : R >R dada, para z € R, por a) = =2415» Onde a e b são 
reais positivos dados. 


4. Prove que e > 1 +14, para x > 0. 


o. de f : R >R é a função dada por 


mostre que f é duas vezes derivável em R, com f™(0) = 0 
para todo 0 < k < 2 (com um pouco mais de trabalho, pode-se 


mostrar que f é infinitamente derivável em R, com fo) =0 
para todo k > 0). 


Sejam f,g:R — R funções deriváveis, tais que f(0) = 0, g(0) = | 
1, f(x) = g(x) e g'(x) = — f(x), para todo z € R. Prove que | 
f(x) = senz e g(x) = cos z, para todo z € R. 


. Seja f : R —> R uma função duas vezes derivável e tal que 


Fa) = — f(x), para todo z € R. Mostre que 


f(x) = f(0) coss + f'(0)sen z, 


para todo z E R. 
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10. 


11. 


. Mostre que ee 


12. 


13. 


14. 
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> 


E) RE para todos m,n € N. 
n 


| A função derivável f : R — R é tal que f(x) < c < 1 para 


todo real x, onde c é uma constante real positiva. Mostre que 
existe um único zo € R tal que f(xo) = To. 


Para cada real p > 1, calcule o menor valor possível da soma 
z + y, onde x e y são reais tais que 


(x+ vi +2?) + v1 +92) =p. 


(Romênia.) Calcule o menor valor possível da expressão 


1 


maremme 


2%Y 


) 


2 
+ —— + 
pey Ty 


para x,y reais positivos. 


(BMO.) Em um triângulo ABC, temos 


23 48 23 48 A 
sen * — cos” — = sen“ — cos 
2 2 2 18. 
ai ÃO 
Calcule a razão SE 


Prove a seguinte generalização do TVM, devida a Cauchy: se 
f,g : [a,b] —> R são funções contínuas em [a,b] e deriváveis em 
(a,b), então existe c € (a,b) tal que | 


(FŒ) — Ha))g (e) 


Sejam 1 C R um intervalo aberto, c € I e f: I — R uma função 
contínua, derivável em IN {c}. Se existe L = limz—c f'(x), prove 
que f é derivável em c, com f'(c) = L. 
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16. 


17. 


19. 
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15. * O propósito deste problema é provar o famoso teorema de 


Darboux: se f : I — R é uma função derivável, então a função 
f’: I — R (ainda que não seja contínua) satisfaz a propriedade 
do valor intermediário. Para tanto, tome a < b em T e prove 
que: 


(a) Se f'(a) <0 < f'(b) (ou vice-versa), então existe c € (a,b) 
tal que f'(c) = 0. 


(b) Se f'(a) <d < f'(b) (ou vice-versa), então existe c € (a,b) 
tal que f'(c) = d. 


(Romênia.) Prove que não existe função derivável f : (0, +00) > 
(0, +00) tal que, para todos x,y reais positivos, tenhamos 


f) > Ha + (f(x) +y). 
(Leningrado.) Se f : R — R é uma função polinomial tal que 
f(z) — f(z) — f") + f”) 2 0, 
para todo z € R, prove que f(x) > 0, para todo z €E R. 


(OIMU.) Seja f : [0,1] — [0,1] uma função contínua, derivável 
no intervalo (0,1) e tal que f(0) = 0 e f(1) = 1. Prove que 
existem a,b € [0,1] distintos e tais que f'(a) f'(b) = 1. 


(OBMU.) Encontre todas as funções deriváveis f : R > R tais 
que f(0) = 0 e |f(x)| < |f (x)|, para todo x ER. 


6.4 O teorema fundamental do Cálculo 


Retomemos por um momento o caso de uma função contínua e 
positiva f : ja, b] — R. Se F: 


ja,b| > R é a integral indefinida de f 


3 Após o matemático francês dos séculos XIX e XX Jean-Gaston Darboux. 
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baseada em a e zo < x pertencem ao intervalo |a, b|, sabemos que 


F(x) — F(xo) = A(fitaa)) — Alfitaxo)) = A(filxo,a])- 


Por outro lado, uma vez que f é contínua, é razoável supor que uma 
boa aproximação para A(fjtxo,x]) seja a área do trapézio que tem o 
segmento |zo, x] como um de seus lados não paralelos e bases de com- 
primentos f(xo) e f(x) (cf. figura 6.6). 


Figura 6.6: aproximando a área sob o gráfico de f. 


Ademais, também é razoável supor que tal aproximação seja tanto 
melhor quanto mais próximo x estiver de xo, de maneira que 


Mina) m (LELE) (e mo) 


para x — xy pequeno. Portanto, concluímos que 


F(x) — F(xo) _ fizo) + f(x) 


ad) 


2 
£ — To 2 


para x — zo pequeno, sendo tal aproximação tanto melhor quanto mais 
próximo «x estiver de zo. 
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Fazendo z — xo, a heurística acima sugere a existência da derivada 
de F em zo, com 


Pes) = Ju SETE im (De 7e) = rm 


pela continuidade de f. 

O propósito principal desta seção é colocar o argumento acima em 
bases rigorosas. Para tanto, começamos recordando que, se f : |a, b] > 
R é uma função contínua e F é uma integral indefinida de f, digamos 
baseada em a € fa, b], então 


)= f rod 


para todo x € [a,b]. Em particular, para zo, £ € (a, b], temos 


F(2) — F(z) = f re oa- f od- fra (6.18) 


Isto posto, podemos enunciar e provar o resultado principal desta 
seção, o qual se constitui em um dos mais importantes resultados 
básicos do Cálculo, sendo conhecido na literatura como o teorema 
fundamental do Cálculo. 


Teorema 6.46. Se f : [a,b] > R é uma função contínua e F : ja, b| — 
R é uma integral indefinida de f, então F é derivável no intervalo [a,b], 
com F"(x) = f(x) para todo x € fa, b]. 


Prova. Fixado xo € [a,b], temos, a partir de (6.18), que, para x € 


a) \ {zo}, 
a f KO- fe) 
fosco = Haoa 


gh = To 
JA f(t) Hola 


E E) 


|£ — zol 


a 


Re 
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onde utilizamos a desigualdade triangular para integrais (cf. problema 
6, página 163) na última igualdade acima (o módulo fora da integral 
se deve a que, se x < zo, então Sa FŒ) — f (£o)|dt < 0). 

A continuidade de f garante agora que, para e > 0 dado, existe 


ô > 0 tal que 
t € [a,b], |t — zo| < 8 => |J) — f(xo)| < e. 


Portanto, para |£ — x9| < ô, temos |t— zo| < ô para todo t pertencente 
ao intervalo de extremidades zo e x, de modo que 


f vo- F(xo)|dt| < f cat|= eo = a 


Por fim, os cálculos acima garantem que, para x € [a,b] tal que 
0 < |£ — zo| < ô, temos 


F(z) — F (x0) o 
< — <—— .ejx— xo|=e, 
£T — To f(zo)| < |£ — zol | | 

e F é derivável em zo, com F'(x9) = f (zo). 2 


No que segue, colecionamos algumas consequências úteis do teo- 
' rema fundamental do Cálculo. 


Corolário 6.47. Se f : [a,b] — R é uma função contínua e F : [a, b] > 
R é uma integral indefinida de f, então F é contínua no intervalo |a, b]. 
Em particular, 


[ro des] Add (6.19) 


es 0+ aê 


Prova. Se F : |a,b] > R é uma integral indefinida de f, o teorema 
fundamental do Cálculo garante que F é derivável, logo contínua pela 
proposição 6.23. Para o que falta, segue de (6.18) que 


siae / “Fa (6.20) 
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Por outro lado, se F é baseada em xo, a continuidade de F garante 
que | 


F(b) = Fla) = lim (F(b-6)- F(a+0) 
b—e a-+-e 
= dm (frear E E 
| b—e 
E e 
Por fim, basta combinar (6.20) com a igualdade acima. i 


Se F é a integral indefinida de f baseada em zo € [a,b], sabemos 


que . 
z) = / Jod 


para todo x € [a,b]. Portanto, obtemos a partir do teorema funda- 
mental do Cálculo a fórmula 


=) Hodt= fa) (6.21) 


Exemplo 6.48. A função logaritmo natural log : (0, +œ) > Ré 
derivável e tal que log' x = =, para todo x € (0, +00). De fato, como 


g£? 


E 
loga — f —dt 
| É 


é a integral indefinida da função de proporcionalidade inversa baseada 
em 1, segue de (6.21) que 


d x 
] 4 2 = == lu 
C / f(t)dt 


A função exponencial exp : R — R é derivável e tal que exp'(x) = 
exp(x), para todo x € R. De fato, como a derivada da função loga- 
ritmo natural é sempre não nula, sex € R e y = exp(x), segue do 
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teorema 6.33 que 
1 


= log” y = y = exp(x). 


exp (x) 


Vimos, no exemplo anterior, que a função exponencial exp : R —> R 
é derivável e igual à sua derivada. Reciprocamente, veremos a seguir 
que tal propriedade caracteriza a função exponencial. 


Proposição 6.49. Se f : R > R é uma função derivável, tal que 
f(0)=1 e f(x) = f(x) para todo x E R, então f = exp. 


Solução. Consideremos a função auxiliar g : R —> R dada, para x € 
R, por g(x) = e” f(x). Calculando a derivada de g, obtemos 


g'(2) = -e° Ha) + efa) = E f (2) + e™ f(z) = 0, 


e o corolário 6.41 garante que g é uma função constante. Mas, como 


g(0) = e f(0) = 1, segue que g(x) = 1 para todo x € R e, daí, 


f(x) = e” para todo z E R. E 


Mostremos, agora, como utilizar o teorema fundamental do Cálculo 
para calcular integrais efetivamente. Antes, contudo, precisamos de 
uma definição. 


Definição 6.50. Dados um intervalo Z C R e uma função contínua 
f: I — R, uma primitiva de f em I é uma função derivável F : I > 
R tal que F'(x) = f(x), para todo x € I. 

Em termos do conceito acima, o teorema fundamental do Cálculo 


mostra que toda integral indefinida de uma função contínua f : Ja, b| — 
R é uma primitiva de f em [a,b]. Reciprocamente, temos a seguinte 


Proposição 6.51. Sejam dados um intervalo I C R e uma função 
contínua f : I — R. Se F : I — R é uma primitiva de f em Z, então, 
fixado x9 € I, temos 


F(x) = F(xo) + / Í f(t)dt, (6.22) 
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para todo x € I. 


Prova. Se G : I — R é a função do segundo membro de (6.22), segue 
de (6.21) que G'(x) = f(x), para todo x € I. Portanto, 


(F — G) (2) = F'(æ) - G'(£) = f(z) - (2) =0 


para todo x € I, e segue do corolário 6.41 a existência de c € R tal 
que (F — G)(x) = c, para todo x € I. Mas, como F(zọ) = G(zo), 


temos c = 0 e nada mais há a fazer. ER 


De posse da proposição acima, o corolário a seguir garante que, se 
f : [a,b] — R é uma função contínua, então, para calcular a integral 
f f(x)dx, é suficiente encontrar uma primitiva de f. 

Doravante, dada uma função contínua F : [a,b] > R, denotamos 


Corolário 6.52. Se f : [a,b] — R é uma função contínua e F : Ja, b] — 
R é uma primitiva de f, então 


xr=b 


(6.23) 


[tod = ro 


Prova. Faça x) = a ex = bem (6.22). E 


Exemplo 6.53. Calcule cada uma das integrais f; sen rdx, fọ sen?°zdz 
e Jo cos? zdz. 


Solução. Como a função — cos é uma primitiva da função sen , segue 
do corolário anterior que 


T 
/ sen rdr = — cost = — Cos T + cos0 = 2. 
0 0 
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2. LAO d 2 
Quanto à segunda integral, como sen‘t = 5(1 — cos 2x) e g;sen 27 


2 cos 2x, temos 


| sen“rdr = a | (1 — cos2x)dz 
0 2 Jo 
1 sen 21 
217000 
Por fim, como senz + cos? x = 1, temos 
/ cos? rdr = | (1 — sen?x)dz 
0 0 


LET n 9 
= sen“ rdr 
x=0 0 


y= T 


e 2 


T 


Nos cursos tradicionais de Cálculo, considerável quantidade de 
tempo é devotada ao desenvolvimento de técnicas para o cálculo EE 
integrais, técnicas estas conhecidas genericamente por técnicas de in- 
tegração. A proposição a seguir, corolário imediato do teorema funda- 
mental do Cálculo, traz a que talvez seja a mais útil de todas elas, a 
fórmula de integração por partes. 


Proposição 6.54. Se f,9 : [a,b] > R são funções deriváveis e com 
derivadas contínuas no intervalo [a,b], então 


a E / Fa) (ade. (6.24) 


J PNOO 


Prova. Basta observar que, pelo teorema fundamental do Cálculo, 
| x=b 


L—a 


J Poe) reis topar = [ ad= Fol) 
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O corolário a seguir da fórmula de integração por partes é por vezes 
bastante útil. | 


Corolário 6.55. Se f : [a,b] — R é uma função derivável e com 
derivada contínua no intervalo [a, b|, então 


o A | i (6.25) 


a a 


f tod = ztl) 


Prova. Trocando f por g em (6.24), obtemos 


i f(x)g' (x)dx = f(x)g(x) -[ F(x)g(x)de. 


Basta, agora, fazer g(x) = x para todo x € [a,b) na igualdade acima. 
E 


Como aplicação da fórmula de integração por partes, utilizamos o. 
conceito de integral para calcular, no exemplo a seguir, a área de um 
círculo de raio R. 


Exemplo 6.56. Use o material desenvolvido até aqui para dar outra 
demonstração de que um círculo de raio R tem área igual a m Rĉ. 


Prova. Seja [ um círculo de centro O e raio R, e escolha um sistema 
Cartesiano de coordenadas tal que O(0,0). Se f : |-RR|>Réa 
função dada, para x € [-R, R], por f(x) = v R? — «2, então a região 
Ry sob o gráfico de f é um semicírculo de raio R, de forma que 


AT) = 2A(R,) = 2 J “Hadr=? / “VE. 


Agora, a ideia é aplicarmos a fórmula (6.25) para calcular a última 
integral acima. Contudo, como f'(x) = VS a qual não está 
definida para x = +R, não podemos fazê-lo diretamente; em vez disso, 
utilizamos (6.25) em conjunção com (6.19), conforme descrito a seguir. 
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Para 0 < € < E segue de (6.19) e (6.25) que e, daí, 
R R—e | E i S/R _ 92 . 2 zN jE 
/ y R2 — v2dr = lim y R? — r°dz “A o 2f a A e SR P na 
E E: € 4 
k e xr=R—e five q? E É — lim R? | arcsen Aar arcsen a 
ii VR? — q? E / V de) 1 a Ro). 
m (> í x=—R+e —R+e R? — q? d | ai o A é 
R—e p2 | = lim R? ( arcsen (1 — =) — arcsen (= + £) ) 
= lim ——— dr. 1 ER R R 
0+ J rye VR? — g” d = R?(arcsen1 — arcsen (—1)) = r R?, 
Uma vez que E | onde utilizamos a continuidade da função arcsen na penúltima igual- 
+ dade acima. = 


r? r? — R + R? R? 
E E T | DO 24 ——, 
JR — r? AP lá JR? — x? 


temos i 
Problemas — Seção 6.4 
R R—e x? 
be g j hi 
[A ei Ea pe VR— 2 


R-e R-—e R? 
im | — V R? — vida + eah) 
m ( —R+e A —R+e V Rº — T? 


| R R-—e R? 
| | es / yV R2? — r?dxz + lim 
-R 


e04 J R2 — x? o Para o problema a seguir, dado x > O definimos x” = e” 187, 
? R+e oog i 


1. Para n € N, seja f : R > R a função dada por f(x) = x”, para 
todo x € R. Para b > 0, use o corolário 6.55 para calcular a área 
sob o gráfico de fijob]. 


l de modo que o 2. * Em cada um dos itens a seguir, verifique que a fórmula dada 
] para a derivada da função correspondente está correta: 


(a) Se f : (0,+00) > R é tal que f(x) = x” para todo z E R, 
então f'(x) = (1 +logx)x”. 


(b) Se f : R — R é tal que f(x) = a” para todo x € R, onde 
a > 0 é um real dado, então f'(x) = a” loga. 


R R—e R? 
= O a qd das ———— dr. 
A(T) = 2 [ VR Toda Jim a VECA £ 


E Por fim, a regra da cadeia, juntamente com o resultado do pro- 


blema 4, página 229, fornece 


(c) Se f:(0,+00) > R é tal que f(x) = x% para todo x > 0, 
onde a > 0 é um real dado, então f(x) = art. 
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3 Şe I CR é um intervalo e f : Z —> (0,+0) é uma função | Calcule inf ser Jo f(x) dz. 


derivável, calcule as derivadas de cada uma das funções abaixo: 12. Romema) 


(a) g:1>R dada por g(x) = log f(x), para todo x € 1. (a) ic E sd 


. I = R dada por g(x) = f(x)”, para todo x € I, onde | 1 g” = a+1 
(b) Ed SR Ea (b) Dado a > 0, mostre que lim, , oo N fo zde = log (=). 
o o inii i EE | 13. * O objetivo deste problema, é utilizar o material desenvolvido 

4, Para n 2 1 inteiro, prove que (Ea S Orsa) | nesta seção para estabelecer a irracionalidade de 7. Para tanto, 
s Seja f : R > R uma função derivável, tal que f(0) = 0 e faça os seguintes itens: 

f'(a) > f(x), para todo x € R. Prove que f(x) > 0, para todo (a) Mostre que é suficiente estabelecer a irracionalidade de 7°. 

reR (b) Fixado n E N, seja f(x) = 4x”(1 — x)”. Prove que: 

Para o próximo problema o leitor pode achar útil recordar o A à a dado Sid nl ai i 

enunciado do problema 6.3.10 do volume 2. | | | 4 i. A função f é da forma f(x) = ṣi ) pn MW”, com ap E 


Z paran <k <2n. 
ii. Se 0 < x < 1, então 0 < f(x) < 4 


área de uma elipse de eixo maior 2a e eixo menor 2b é igual a | iii. Para todo k > 1, as k-ésimas derivadas fe (0) 


f (œ) (1) de f nos pontos 0 e 1 são números inteiros. 


6. Generalize a fórmula para a área de um círculo, provando que a 


“rob. 


7 (Croácia.) Prove que não existe uma função polinomial p : R — 
R tal que p(x) = log x, para todo x € R. 


, com a,b € N. Se | 
g(a) = (fa) — 120) +r Oa) =), 


mostre que 


(c) Suponha que 7º = 


ce Io 


8. Decida qual dos números e” e nT? é o maior. 


a š i b b = be. 
9. Encontre todos os a,b € N tais que a *bea L gorami — m9(x) cos(ma)) = n2aº a 


10. Prove o teorema do valor médio para integrais: dada uma i o | | 
junção contínua f : [a,b] > R, existe c € [a, b] tal que q (d) Conclua, a partir do item anterior, que 


E | de= TO: O < ra" | f(x)sen (rx)dx = g(0) + g(1) E Z. 


(e) Por fim, obtenha uma contradição mostrando que, se n for 


cê 5 tí DO n EE O e ~ 
Íl. (Romênia.) Seja F o conjunto das funções contínuas FEDR escolhido inicialmente de forma tal que ma” < n!, então 


R tais que 


1 
i f(x) sen zdz = J f(z) cos zdz = 1. a re" J E 
0 0 
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6.5 A segunda variação de uma função 


Começamos esta seção mostrando que a concavidade ou convexi- 
dade de uma função duas vezes derivável está intimamente relacionada 
ao sinal de sua segunda derivada. Em seguida, utilizamos tal relação 
para, em conjunção com a desigualdade de Jensen, obter mais algumas 
desigualdades interessantes. 


Teorema 6.57. Se I for um intervalo aberto e f : I — R for duas 
vezes derivável em [, então: | 


(a) f é convexa em I se, e só se, f” > 0 em I. 
(b) Se f” > 0 em T, então f é estritamente convexa em I. 
(c) f é côncava em T se, e só se, f” < 0 em I. 
(d) Se f” < O em T, então f é estritamente côncava em T. 


Prova. Façamos a prova dos itens (a) e (b), sendo a prova dos demais 
itens totalmente análoga. 

Suponha, inicialmente, que f é convexa. Então, dados x < y em T 
e0 <tx< 1, temos 


HMA — t)x + ty) < (Dito) + tf (y). 
Fazendo u = (1 — t)x + ty, segue da desigualdade acima que 


Ff, OROROORO] 


> (6.26) 
y—u y—r u— x 


Por outro lado, como u — x se, e somente se, t — 0, concluímos, a 
partir da segunda desigualdade acima, que 


ORLOFI OEO 


—_ £l 
= ~ t50 ur Ao: 
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Analogamente, como u — y se, e somente se, t — 1, obtemos a partir 
da primeira desigualdade em (6.26) que 


F) — Ha) 


F(y) > a 


Portanto f'(y) > f'(x), i.e., a função f’ é não decrescente em Z, de 
sorte que a proposição 6.43 garante que f” > 0 em I. 

Reciprocamente, suponha agora que f” > 0 (resp. f” > 0) em 
I, ou seja, que a função f’ é não decrescente (resp. crescente) em I. 
Tome xz <yeml,0<t<leseau=(l-t)x+ty. Pelo TVM, 
existem r,s € I tais querx<r<u<s<gye 


— Hoy) — Hu) 


Fa HD qo. <) LUH 
ur ` l y—u 
ou, ainda, que 
Fu) — Fax) f(y) — f(u) 
wa) S P S) dy) 


Mas isso é o mesmo que 


f((1— t)z +ty) < (resp. <) (1 — t) f(x) + tf (y), 
de modo que f é convexa (resp. estritamente convexa). E 


O teorema anterior é conhecido como o estudo da segunda va- 
riação de uma função duas vezes derivável. A seguir, obtemos uma 
consequência geométrica importante de tal teorema, para a qual pre- 
cisamos, inicialmente, de uma definição. 
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Definição 6.58. Sejam 1 um intervalo aberto e f : I — R uma função 
contínua. Um ponto x, € I é denominado um ponto de inflexão de 
f se existir ô > O tal que f é convexa (resp. côncava) em IN(x9—Ô, £o) 
e côncava (resp. convexa) em I N (xo, £o + ô). 


Podemos agora enunciar e provar o corolário desejado. 


Corolário 6.59. Sejam 1 um intervalo aberto e f : I — R uma função 
duas vezes derivável. Se xo € I é um ponto de inflexão de f, então 


f” (£0) = 0. 


Prova. Suponha que f é convexa em (zo—ô, £o) e côncava em (£o, Lo + 4 


ô), com ô > 0 escolhido tão pequeno que (xo — ô, £o + 0) C I (o 
outro caso pode ser tratado de forma análoga). Então, pelo teorema 
anterior, temos f”(x) > 0 em (zo — ô, xo) e f(x) <0 em (xo, £o + ô). 
Se f“(x0) < 0, podemos escolher a € (xo — ô, zo) tal que f”(a) > 0. 
Aplicando agora o teorema de Darboux (cf. problema 15, página 241), 
concluímos pela existência de b € (a, xo) (logo b E (£o — ô, £o) ) tal que 
f”(b) < 0, o que é uma contradição. Se f”(xo) > 0, chegamos a uma 


“contradição de modo análogo. Logo, f”(£o) = 0. E 


Os resultados discutidos ao longo deste capítulo permitem esbo- 
çar gráficos de funções duas vezes deriváveis com razoável precisão. 
Vejamos como fazer isto no exemplo a seguir. 


Exemplo 6.60. Esboce o gráfico da função f:R > R dada por 
1 


fo Fa 


Solução. Primeiramente, veja que O < f(x) < 1, para todo x € R. 


l , l O 
Ademais, como lim,., 100 €” = +00 e lim,., oo €” = 0, temos que 


lim f(x)=0 e lim f(x)=1. 


£z— -+00 Z—S—0O0 
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Segue que o gráfico de f está inteiramente contido na faixa do plano 
Cartesiano delimitada pelas retas y =0e y = 1, e que tal gráfico se 
aproxima tanto quanto queiramos de tais retas à medida que x > +oo 
e t — —oo, respectivamente. Por outro lado, como f (0) = 5 segue 
que o gráfico de f intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, 5). 

Para analisarmos a primeira variação de f, note que um cálculo 
imediato com o auxílio da regra da cadeia fornece 


Ha) = — 


4e? pr 
(1 a 8er )3/2 ) 


-para todo x € R, de sorte que f é decrescente em toda a reta. Por 


fim, quanto à segunda variação de f, calculando f” (novamente com 
o auxílio da regra da cadeia) obtemos 


4e? 


f(x) = F8 


(1 — 4e”). 


Então, o sinal de f” coincide com o sinal de 4e? — 1, de sorte que (cf. te- 
orema 6.57) f é estritamente convexa para x > —2 log 2, estritamente 


côncava para z < —2log 2 e o ponto zo = —2 log 2 é seu único ponto 
de inflexão. Por fim, —2 log 2 = —1, 38 e f(—2log 2) = NE x 0,58. 


Reunindo as informações acima, obtemos o esboço para o gráfico 
de f constante da figura 6.7 


Terminamos esta seção ilustrando o uso da desigualdade de Jensen 
em conjunção com o teorema 6.57. 


Exemplo 6.61 (IMO). Prove que, para todos os reais positivos a, b, c, 
temos 
a b C 


-= t m + 21 
va? +be vb+ac VE +ab 
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Figura 6.7: gráfico da função x > AE 


Prova. Note, primeiramente, que a expressão do primeiro membro na 
desigualdade do enunciado é igual a 


1 1 1 
CRE e a 
1+8 vits 1+8% 


be —_ „£z ac ab — pZ Es 
Fazendo =>, y = e e a =eº,temosrx+y+z = O e queremos 


provar que 
Ho) + Fly) + f(z) 2 1, 
onde f : R > R é a função cujo gráfico foi analisado no exemplo an- 


terior. Há, pois, três possibilidades: 


(i) 2,y,2 > —?2 log 2; pela desigualdade de Jensen, temos 


a+r ro z3 (H) -301 


(ii) x,y < —2log 2 < z: então 


f(x) + flu) + f(z) > f(s) + f(y) > 2f(-210g2) = — > 1. 


QS 
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(üi) £ < —2log2 < y,z: novamente pela desigualdade de Jensen, 
temos | 


fo +10 +10) fa) +24 (ZEE) = f +28 (5). 


Se g : (—00, —2 log 2] > R é a função dada por 
£ 
glz) = fle) +25 (-2), 
note inicialmente que 


lim g(x) = lim f(x)+2 lim f(z)=1 


Z—— 00 Z— +00 


1 
g(—2log 2) = — + 


v3 


Por outro lado, temos 


rh —x/2 
(Sn = e e 
Mo) = 0) (5; (1+ Sei * (+ 82? 


de sorte que g'(x) < 0 se, e só se, —2log 7 < x < —2log 2. Portanto, 


x E (—œ0, —2log 7] => g(x) > 1 


xz E€ (—2log 7, —2log 2) > g(x) > g(—2log 2) > 1. 
E 


A discussão subsequente fornece uma ampla generalização da de- 
sigualdade entre as médias, conhecida como a desigualdade entre as 
médias de potências. Para tanto, precisamos, inicialmente, definir o 
que vêm a ser tais médias. 
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Definição 6.62. Dados reais positivos q1,02,...,)0n € a E R, defini- ou, ainda, 
mos a média de potências de ordem a dos números ay, Q2, ..., An | 
min {a;} < Mi(m,...,an) < M (a1,..., an) < max {a;}. 
como o número Ma = Ma(aı,...,an) tal que 1<i<n | IXi<n 
PRO Portanto, concluímos que é suficiente analisar os casos O < a < 5 
ai +as +... an 
Mas ( n ) , ea AO e0=a <B. 
/a1đ2 .. . An, SE & = Q Sem perda de generalidade, suponha que ay = maXı<i<cn{a;}. En- 


tão, como nem todos os a;'s são iguais, temos 


Teorema 6.63. Sejam dados reais positivos a1, 4@2,..., an. De a < Bs l i 
são reais quaisquer, então = E E E 
= Mg(ai,..., an) = E o 
j E < Ms < max {ai+, 6.27 
min (0) < Ma < Ms < max {ai} (6.27) Au 
— = a; = max (a; 
ocorrendo a igualdade em uma qualquer das desigualdades acima se, n IXi<n 


e só se, todos os a; forem iguais. | | 
e, analogamente, mini<i<n{4;i} < Ma. Resta, pois, mostrarmos que 
Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que nem todos os 


a;'s são iguais. Suponha, ainda, que (6.27) valha (com desigualdades 0 <a < B = Mo < Ma < Mpo. 


estritas) para todos 0 < a < £. 


A primeira desigualdade acima equivale a 
Dados x < y < 0, temos —x > —y > 0; como os números 


ta +--+as 
A to T>yaçgas...as, 


n 


A A 
ai y) . e . b) Am 


também são positivos e nem todos iguais, segue de nossas hipóteses 
que 


Oii 1 M l E < Ma i = < max fE} 


1o 1 ad 
M (5) = Mi(ay,...,0n) E 


Al An 


que, por sua vez, é uma decorrência imediata da desigualdade entre 
as médias aritmética e geométrica. 

Para provarmos a segunda desigualdade, fazendo Mg = K, basta 
mostrarmos que 


1 (aŭta ra, a 
K n 


para todo t € R, de sorte que as desigualdades acima fornecem ou, ainda, que 


(C e Cis Joerie a p 


( paxta) E < My(an,.. An) < Mim, an) < (min (a) 


I<i<n I<i<n 
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Denotando b; = (a;/K)º, temos que os b;'s não são todos iguais e 


satisfazem 
b tbat -+b 1 (ad +a ttak Ern 
n KP n , 
ademais, uma vez que (a;/K)º = bo! P queremos mostrar que 


i 1/a 
oi dE E cida 


zi (6.28) 
n 


Para o que falta, consideremos a função f : (0, +20) —> R dada 
por f(x) = 1”. Uma vez que 0 < a/ß < 1, temos 


F) a (5 — r) galba e i, 


de sorte que f é estritamente côncava pelo teorema 6.57. Segue então 


da desigualdade de Jensen que 


PONE EI < p (Biith) a=, 


n 
desigualdade que é exatamente (6.28). E 


Fixados a1, @2,...,@n > 0, vale notar que a função f : R —> R, 


dada por 
Ta) = Maü än) 


para a € R, é contínua. De fato, a expressão de f é, para a Æ 0, 
claramente a de uma função contínua. Assim, resta mostrar que 


lim f(a) = £(0). 


Para tanto, a continuidade das funções x 5 e” e x > log x garante 
que basta mostrarmos que 


lim log f(a) = log f(0) 
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ou, ainda, 

is iai Chata) _ log(aras---an) 

a—0 Q n n 


Mas, uma vez que 


Q as ENEE Q 

lindos (Tette) akisi 
as0 n 

aplicando a regra de l’Hôspital (cf. problema 6, página 229) ao pri- 

meiro membro acima, juntamente com o resultado do item (c) do 

problema 2, página 251, obtemos 


1 L altal d a Laly.. tae 
im Slog (PEt ta = im log (SEEE) 
n 


log ay Jaf + ++: + (log amJaf 


= lim 
a—0 a, + an 
“loga+---+loga, 
E n 
— Jog(aas...an) 


n 


Problemas — Seção 6.5 


1. Em cada um dos itens a seguir, esboce o gráfico da função dada, 
explicitando assíntotas, intervalos de monotonicidade, intervalos 
de convexidade ou concavidade e pontos de inflexão: 


a) f :R\ {0} > R tal que f(x) =x ++, para z £ 0. 


(a) 

(b) f: R > R tal que f(x £) = z, Para z € R. 
) 
) f 


(c) fF:R\{- 1} > R tal que f(x) = =, para z # —1. 


(d) f : (0, +20) > R tal que f(x) = zlog x, para x > 0. 
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(e) f:R >R tal que f(a) = ( e Be 


1, sex =0 


2. Esboce o gráfico da função f : R — R dada por 
ev sexto 
fo) =| á 


O, sex =0 


“CAPÍTULO 7 


3. Sejam x,y,z reais positivos com soma dos quadrados igual a 8. 


Prove que a soma de seus cubos é maior ou igual que 16 TÊ 


4. Sejam z1, £2,..., Zn reais não negativos e com soma igual a >. 
Mostre que 


TI ZA Pa a d Soluções e Sugestões 
Litro; S anti 4 


5. (Estados Unidos.) Dados reais positivos a, b e c, prove que 


audio : Goo 
> 3 


com igualdade se, e só se, a = b = c. 


6. Sejam O < £1, £2,%3, £4 < T números reais tais que £ı + £2 + 
£3 + x4 = 27. Prove que 


Rs i 


Seção 1.1 
4 
senti — 16 1 
| lI y e dr E 2. Comece fazendo x = 1 e y = v2 na relação dada para calcular f(1 + 
i=1 `” 1 o 
T. Sejam q1,42,...,G reais maiores ou iguais a 1. Prove que E: 
1 1 i 7. Se a, é o n—ésimo natural que não é quadrado perfeito, então existem 


n 
+ > 0————————., inteiros positivos set, tais que 1 < s < 2t e an = Ê +s (t? é o 
Gn + 1 aas... An + 1 


E a 
q +1 a+l 
E Es 2+ maior quadrado perfeito menor ou igual a an). Como há exatamente 


8. Sejam q1,09,...,0n reais pertencentes ao intervalo 0, | e tais E ] an números inteiros de 1 a an, exatamente t dos quais são quadrados 
que aı +az +:--+an < 1. Prove que 1 perfeitos (os números 12, 22, ..., t°), temos que a, é o (an — t)—ésimo 
anão... Qnl— (a + a2 +--+ an)] 1 4 não quadrado perfeito. Então, n = an — t = t? + s — t, de sorte que 
>. o o n = 1 2 e. o oè n 


q Taan 
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Agora, como s > 0, temos 


A 1 1 1 
an =t +s=n+t=n+ Aba o ENE 


Por outro lado, utilizando o fato de que s < 2t, obtemos, como acima, 
an >n+vn-— 5. Portanto, 


1 1 
(n+ va+3) -1< <nt va 


de sorte que an = |n + yn + 5]. 


8. Para (b), use (a); para (c), considere inicialmente o caso k € N, 
via indução; por fim, aplique o resultado de (c) para obter (d) e os 
resultados de (c) e (d) para obter (e). 

9. Use a fórmula para o termo geral de uma PA e o item (c) do problema 
anterior. 

10. Como |f(x)| < 1 para todo x € R, a proposição 1.14 do volume 
1 garante a existência de L = sup{|f (x)|; x € R}. Suponha que 
sup{|g(x)|; x € R} > 1 e aplique a desigualdade triangular à relação 
do enunciado para chegar a uma contradição. 

Seção 1.2 

3. Observe inicialmente que, pelo exemplo 7.4 do volume 1, temos x + 
E > 2, para todo x > 0, ocorrendo a igualdade se, e só se, x = 1. 

7. Use a forma canônica de f. 

8. Use novamente a forma canônica de f. 

9. Se um retângulo de perímetro 2p tem dimensões x e y, então x+y = p. 


A partir daí, mostre que sua área depende de x de acordo com a função 
quadrática f(x) = —x? + pz e aplique o resultado da proposição 1.25. 
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10. Sendo l a largura e h a altura do caminhão (medidas em metros), 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


é imediato que o volume de carga que o mesmo pode transportar é 
igual a 18lhm?; portanto, temos de maximizar o produto lh. A fim de 
que o caminhão possa entrar no túnel, sua seção reta (um retângulo 
de lados medindo l e h) deve ter diagonais de comprimento d, com 
d < 5m; mas, como d = vl? + h2, temos então que 


lh = ly d2 — 12 < IV/25 — l2 = y 2512 — 14. 


Pondo x = I2, concluímos que basta maximizar a função f(x) = 
25x — x2, com 0 < x < 5. 


Mostre, inicialmente, que devemos procurar o menor real positivo a 
tal que f(x) < a, para todo x € R; equivalentemente, isso é o mesmo 
que procurar o menor real positivo a tal que az? — 5x +(a+1) >0 
para todo x € R. 


Considere separadamente os casos n par e n ímpar, utilizando em 
ambos a desigualdade triangular. 


Para o item (a), aplique a desigualdade entre as médias aritmética e 
geométrica ao denominador da expressão que define a função. Para 
o item (b), escreva f(x) = 2+ 2H e, em seguida, proceda como em 
(a). Por fim, para o item (c), obseve que f(x)’ = xº(1 — z3)’ e, pela 
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, que 


ii 
(1 =a")? = 5 3a (1 — a 
elf tes aa i 
ar 4 l 
Para o item (b), escreva as) a = (et) o(a) t) = (x + 1) + 
= EO, para o item (c), escreva 3 = 5 + 5; para (d), escreva 
r? = É + & no denominador. 


Comece escrevendo x! +y = (x? +y?)?—2(zy)? < (2-+xy)?-2(xy)?, 
e veja essa última expressão como uma função de segundo grau em 
ZE Ty: 
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17. 


18. 


SEE 
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Comece escrevendo f(x) = 4 E +1 + ++) + (k + 8). Em seguida, 
aplique os resultados dos problemas 3 e 5. | 


Comece provando que a função f(x) = r3 + 2x é crescente. Em 
seguida, observe que as equações do sistema podem ser escritas da 
forma y = f(x), z = f(y), t = f(z) e x = f(t), suponha x > ye 


conclua, a partir do caráter crescente de f, que xr > y22z21t24. 


Fixados m,n naturais, seja 
Ip = (kmn + Dn, (kmn + 1)m]. 


Como ((k + 1)mn + 1)n < (kmn + 1)m para k > muto, existe 
ko € N tal que 

U 1; = [(komn + 1)n, +00). 

k>ko 


Como f tem infinitos pontos de estrangulamento, existem k > koep 
naturais tais que p é ponto de estrangulamento e p € Ip. Então, 


f((kmn + 1)n) < f(p) < f((kmn + 1)m). 
Mas, kmn + 1 é relativamente primo com m e com n, de modo que 
f(kmn + D + f(n) < f(kmn + 1) + f(m) 


e, daí, f(n) < f(m). 


| Seção 1.3 | 
8. Faça x = — nas relações acima. 


10. Comece supondo que f = g + h, onde g,h: I > R são tais que g é 


par e h é ímpar. Em seguida, use as definições de função par e ímpar 
para escrever g(x) e h(x) em função de f(x) e de f(—z). 


11. Inicialmente, mostre que f(1) = 0. Em seguida, faça a = 1 e b = —1 


para calcular f(—1). Por fim, faça b = —a. 


13 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Tome f(x) = —g(x) para x < 0 e f(x) = —x para x > 0. 


A fim de mostrar que f é ímpar, observe que f(20+x) = f(10+ (10+ 
x) = f(10 — (10 + <)) = f(—x) e, analogamente, f (20 — x) = f(x). 
Para a segunda parte, calcule f (40 + x) em termos de f(x). 


Para o item (a), comece mostrando que todo x € R pode ser escrito 
da forma z = pq + Qa, com q € Z e a € [0, p). 


Fazendo g(x) = f(x) + 5, mostre que g(x + a) = 4/4 — g(x)? e, daí, 
que g(x + 2a) = g(x), para todo z € R. 


Seja X = {x € Z; x > 100}. Temos Im(f) = f(X) U f(Z \ X). Por 
um lado, f(X) = {y € Z; y > 90}. Agora, se 90 < xz < 100, temos 
101 <xz+11 < 111 e f(x) = f(f(x + 11)) = f(x + 1). Logo, 


f(90) = f(91) = --- = f(100) = f(f(111)) = f(101) = 91. 


Vamos mostrar, por indução, que f(90—x) = 91 para todo inteiro x > 
1. Para x = 1, temos f(89) = f(f(100)) = f(91) = 91. Admitindo, 
por hipótese de indução, que f(90 — x) = 91 para todo x < n, temos, 
para x = n, que 


F(90 — n) = f(f(101 — n)) = f(91) = 91, 


uma vez que 101 — n < 100, o que completa a indução. Logo, f(x) = 
91 para todo inteiro x < 100, de modo que 


Im(f) = {y € Z; y > 90} U {91} = (91,92,93,...). 


De f(f(n)) = 4n + 1, obtemos, aplicando o item (c) duas vezes, que 


fUn + 1) = FO ))) = 4F(n) +1. 


Por outro lado, é fácil provar por indução, com o auxílio dos itens (a) 
e (b), que f (28) = 25+1 — 1, Consequentemente, novamente pelo item 
(c), obtemos 


fe 1) = f(08))=4.2t+1, 
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19. 


20. 


Encontre uma partição de N da forma N = 4A; U As U AgU..., com 
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Dessa forma, como 1993 = 4-448+1, segue que f(1993) = 4f(448)+1, 
f(448) = 2f(224) + 1, f(224) = 2f(112) + 1, f(112) = 2f(61) + 1, 
f(61) = 4f(15)+1. Por outro lado, (15) = f(22-1) = 4-2341 = 33, 
de maneira que, substituindo esse valor nas relações acima, obtemos 
f (1993) = 4285. 


An infinito, para todo n € N. Em seguida, defina f pondo Fon: 
para todo x € An. 


Suponha que exista uma tal função. Sejam k > 1 inteiro e x; = 
para 0 < j < k. Dado um real x € [zj, £j+1], temos 


S(0), Ho) < cle - zl? <p 


Portanto, sendo C; o círculo do plano com centro f (£j) e raio otimo 
segue que . 

T E Eme => f(x) E Cj. 
Então 


| Q = f([0,1]) COQUCIU--- U Ck-1, 
o que implica (A(F) denota a área da figura F') 


k—-1 

A(Q) = A (u0) < X AC) 
j=0 

2 


= tm) = pa 


Mas, como a > 0 e k > 1 é arbitrário, chegamos a uma contradição, 
uma vez que a relação k?®% < rc? não é verdadeira para k suficiente- 


mente grande. 


Antonio Caminha M. Neto | 271 


Seção 1.4 


1. Para o item (a), use a proposição 1.39; para o item (b), use a propo- 
sição 1.34. | 


6. Mostre que, para a,b € R fixados, o sistema de equações z? = a e 
z — f(y) = b admite a solução única z = Ya, y = fH(Ya-—b). 


7. Inicialmente, mostre que basta provar que duas funções quaisquer em 
G comutam em relação à operação de composição de funções. Para 
tanto, use os itens (a) e (b), juntamente com o fato de que a única 
função h € G da forma h(x) = x +a, para algum a E R, é h = Idp. 


8. Seg = ft, comece mostrando que o que se pede equivale à existência 
de inteiros positivos xz < y < z em PA e tais que g(x) < gly) < g(z); 
em seguida, mostre que podemos supor que x = 1. Para o que falta, 
fixe t € R e mostre que não podemos ter g(t) > g(2t—1) > g(4t—3) > 
g(8t-7) >- > g(1). 


Seção 1.5 


2. Observe inicialmente que x = 4 é uma solução dessa equação. Em 
seguida, veja ambos os membros da equação como funções de (0, +00) 
em si mesmo e aplique o resultado do problema anterior. 


3. Fazendo g(x) = f(x) — f(0) na relação do enunciado, conclua que 
basta considerar o caso em que f(0) = 0. Sob tal suposição, faça 
y = 0 para obter f (5) = He), para todo x € Q. Em seguida, use a 
relação do enunciado para concluir que f(x +y) = f(x) + f(y), para 
todos x,y € Q, de sorte que f(x) = f(1)x, para todo x € Q. 


4. Use a relação do enunciado para provar por indução que f(n) = f(1), 


para todo n € N; em seguida, considere o caso n < 0. 


272 
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Faça x = y = z = Q para obter f(0) = 5; em seguida, obtenha 
fa) = 5 de maneira análoga. Faça y = z = 1 para concluir que 


f(x) > 5, para todo x € E Por fim, utilize uma substituição análoga 
para concluir que f(x) < >, para todo x € R. 


“Em cada um dos intervalos [n,n + f(m)] e [f(n),2f(n)] há fin) +1 


naturais. Use, pois, o caráter crescente de f, juntamente com f(n + 
f(n)) = 2f(n), para concluir que f (n + k) = f(n) + k, para todos 
1 < k < f(n). Tome agora k,n naturais, com n > k. Use que 
f(n) > n para mostrar que f(n) > k e, pelo que fizemos acima, que 


 f(n)=n-1+ f0). 


10. 


. Faça xz =a — 0 em (a) para concluir que f (0) = 0. Em seguida, 


fazendo x = 0 em (a), mostre que f(a) = a para todo a € Z. Tomando 
agora x € [0,1), use que f(x) E Zef (f(x)) = O para concluir que 

f(x) = 0. Por fim, para x € R qualquer, troque x por (x) e faça 
a = |x] em (a) para concluir que f(x) = REAR 


= Comece calculando f(x + f(y + f(0))) de duas maneiras distintas 


para concluir que f(0) = 0. Em seguida, deduza, a partir daí, que 
f(F(y)) = —y, para todo y € Z, de sorte que f é bijetiva. A partir 
dessa última relação, calcule f(f(f(x))) de duas maneiras distintas 
para concluir que f é ímpar. Troque x por f(x) na relação do enun- 
ciado para concluir que f(f(x) + f(y)) = f(x + y)) e, daí, que 
f(x) + f(y) = f(x + y), para todos x,y €E Z. Por fim, use indu- 
ção para obter f(x) = f(1)x, para todo q € Z, chegando, assim, à 
contradição —1 = f (f(1)) = HMF(1) 2 0. 


. Faça k = 0 para concluir que f(1) = 2; em seguida, use indução para 


mostrar que f(n) = n + 1, para todo n € N. Use agora a relação 
do enunciado para mostrar que, se f(—1) = a, então não pode ser 
a < 0 nem a > 0. Por fim, faça uma nova indução para concluir que 
f(=n) = -n + 1, para todo n E N. 


Inicialmente, podemos supor que f não tem pontos fixos. Escreva 
A = BUC, onde Be C são conjuntos disjuntos e tais que f(x) > xq, 


11. 


12; 


13. 
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para todo x € B,e f(x) < x, para todo x € C. Se |B| = l e a é o valor 
comum de |f(x;) — x;|, conclua que O = E dC) — gj) = (2l — k)a 
e, a partir daí, que a = 0, o que é uma contradição. 


Fazendo x = y = O na relação dada, obtemos f(0) = 2f(0)f(a) e 
daí, f(a) = >. Fazendo y = 0, obtemos f(x) = f(a — x), para todo 
x € R, de modo que f(—-x) = f(a + x), também para todo x E R. 
Agora, substituindo y = a na relação do enunciado e utilizando as 
relações deduzidas acima, segue que 


H-a) = fe+a) = He) f(0)+ Ha) toa) = ZF) +3) = 10), 


para todo x € R. Por outro lado, fazendo y = —x na relação do 
enunciado e utilizando uma vez mais as relações acima, obtemos 


- = (0) = fa)fla+x)+ f(-x) f(a — x) 
= fm) f(=2) + f(-2)f(x) = 290). 


Portanto, se mostrarmos que f(x) > O para todo x € R, seguirá da 
última relação acima que f(x) = >, para todo x € R. Para o que 
falta, basta fazermos y = x na relação do enunciado, obtendo 


f(2x) = He)f(a — z) + Hx)f(a — 2) = 2f (£) 
e, daí, f(x) = 2f C > 0, para todo z E R. 


Faça x = y = 0 para obter f(0) = 1. Em seguida, use indução para 
provar que f (nz) = f(x)”, para todos x € Q, n € N; mostre, a partir 
daí, que f(x) = f(1)”, para todo x € Qi. Fazendo agora y = —zx, 
mostre que f(-x) = f(x)”!; conclua então que f(x) = f(1)”, para 
todo x € Q. Por fim, use o fato de o contradomínio de f ser o conjunto 
dos racionais positivos para concluir que f(1) = 1. 


Fazendo z + y = a e x — y = b, mostre que f(a) + f(b) = ta 2), 
para todos a,b € [0,1]. Fazendo x = y, mostre que f(2x) = o f(x), 
para todo x € [0,1], e conclua que f(a) + f(b) = f(a + b), para 
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15. 


16. 


é 


Tópicos de Matemática Elementar 3 


todos a,b € [0,1]. Mostre, a partir daí, que f(x) = x, para todo 
x € [0,1]NQ. Para o que falta, imite a passagem de Q a R do 
exemplo 1.52. 


Para o item (a), comece fazendo m = 0 na relação do enunciado para 
obter f(f(n)) = f(0)? + n; conclua, então, que f é bijetiva. Em 
seguida, tome k € Z tal que f(k) = 0 e seja | = f(0); então, temos 
l = f(0) = f(f(k)) = f(0)24+k = I? +k, ao passo que, fazendo m = k 
e n = 0 na relação do enunciado, temos k? + | = k. Logo, k=1=0. 
Quanto a (b), faça m = 1 e n = 0 na relação do enunciado para obter 
f(1) = 1; em seguida, deduza que f(f(n)+1) =n+1 e, a partir daí, 
que f(n) = n, para todo inteiro não negativo n. Por fim, estenda o 
argumento aos inteiros negativos, mostrando que f(n) = n para todo 
n EZ. | 


Fazendo x = y = 1, conclua que f(1) = 1. Em seguida, mostre que 
Hay) = vºy" f(xy) = f(f(x)f(y)), obtendo então que f(xy) = 
f(x)f(y), para todos x,y € N; conclua, a partir daí, que f(x?) = 
f(x), para todo x € N. Por fim, se f(x) < x? para um certo x EN, 
escreva f(x)? = f(xº) > f(xf(x)) = x? f(x)? para obter f(x) > x?, 
uma contradição; analogamente, mostre que não pode ser f(x) > x”, 
de sorte que f(x) = x2, para todo x EN. 


Troque x por x — 2 e y por 2 em (a) para concluir que f(x) = 0, 
para x > 2. Faça agora x = y = 0 em (a) para obter, a partir de 
(b), que f(0) = 1. Por fim, para O < x < 2, troque y por 2 — q 
em (a) para concluir que f(x) > ze; por outro lado, mostre que 


f (2 + 7%) = f(2)f(x) = 0 e conclua que f(x) < 52, para cada 
um de tais 2. 


Observe inicialmente que, pelo item (b), f tem no máximo um ponto 
fixo em cada um dos intervalos (—1,0), (0, +oo). Se existir um ponto 
fixo xo de f tal que —1 < xo < 0, faça x = y = xo em (a) para concluir 
que xê + 2x9 também é ponto fixo de f e, daí, que £E + 2x9 = %0, O 
que é uma contradição. Argumente analogamente para concluir que 


E 
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19. 


20. 
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f não tem pontos fixos em (0, +00). Por fim, fazendo x = y em (a), 


conclua que f(x) = — & para todo z € S. 


Comece observando que, se uma tal f existir, então f(Fk) = Fam 
para todo k € N, onde (Fn)n>1 é a sequência de Fibonacci. Mos- 
tre então, com o auxílio do problema 5.29 do volume 1, que uma 
possibilidade para f é termos 


HF per a da sela 
para todos 1 < 1% <iz<--:<1; naturais. 


Se f é uma tal função, faça y = 0 na relação do enunciado para obter 
f(z) = (c+1)z, para todo z € Im (f), onde c = f(0); deduza, a partir 
daí, que cf (x+y) = f(x)f(y)— xy, para todos x,y € R. Para mostrar 
que c = 0, suponha que c Æ 0 e conclua que 0 ¢ Im (f); faça, agora, 
v=cey=-c na última relação acima, obtendo f(c)f(—-c) = 0 e 
chegando, assim, a uma contradição. Obtivemos que f(x)f(y) = xy, 
para todos x,y € R; para terminar, tome yo E€ Im (f) tal que f(yo) + 
0; então, f(yo) = (c + 1)yo = yo e, daí, f(x)yo = xyo, para todo 
zeR. 


Observe que, por (a), temos f(x + k) = f(x) + k, para todo k E N. 


2 Donas 
Tome, agora, m,n € N e use o fato de que O a 


; 5 , (n3 + m)? =a 


ns n’ 


€ N para 
calcular 


de duas maneiras distintas, obtendo a equação 
(a +n?) = aº + (nº + 3n?m + 3m?), 


onde a = f (=). 
TEU. 


Conclua, a partir daí, que f(x) = x, para todo 
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Seção 2.1 


3. Como a bissetriz dos quadrantes ímpares do plano Cartesiano é o 


conjunto dos pontos (x,y) do mesmo tais que x = y, concluímos que 
zo E I é ponto fixo de f <> f(x0) = to > (x0, x0) E Gf. 


Portanto, os pontos fixos de f são exatamente as abscissas dos pontos 
onde o gráfico de f intersecta a bissetriz dos quadrantes ímpares do 
plano Cartesiano. Na figura 7.1, supondo que f é crescente para 
x < zı e decrescente para x > x3, temos que os pontos fixos de 
f são z1, £2 e 13, os quais são as abscissas dos pontos A, Be O, 


respectivamente. 


Figura 7.1: pontos fixos de uma função f. 


. Resolva, para x € I, a equação f(x) = g(x). 


. As funções fə e f4 são sempre não negativas e só se anulam em x = Q. 


Também, é claro que são funções pares, de forma que seus gráficos 
são simétricos em relação ao eixo vertical do sistema Cartesiano. Por 
outro lado, à medida que |x| aumenta, é evidente que os valores de 
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fo e f4 se tornam cada vez maiores e, eventualmente, ultrapassam 
qualquer valor predefinido. Por último, 
gj<il>2<r, |e|>1=> t> e je|=1> zt =r =], 


justificando o fato de o gráfico de f4 estar situado abaixo do gráfico 
de fə no intervalo (—1,1) e acima fora do intervalo [-1,1] (veja a 
figura 7.2). 


Figura 7.2: gráficos de fo e Ja. 


As funções fz e fs são positivas para x > 0, negativas para x < 0 
e se anulam em x = 0. Também, é claro que se trata de funções 
ímpares e, daí, seus gráficos são simétricos em relação à origem do 
sistema Cartesiano. Agora, à medida que |x| aumenta é evidente que 
os valores de |f| e |9| se tornam cada vez maiores e, eventualmente, 
ultrapassam qualquer valor prefixado. Por último, 


|x|<1 = x5] < jxé|, Ena Ri [x5] > Ed e ins [x5] = læ’, 


justificando o fato de o gráfico de fs estar, no intervalo (—1, 1), mais 
próximo do eixo horizontal que o gráfico de f3 e mais distante de tal 
eixo fora do intervalo [—1,1] (veja a figura 7.3). 
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7. Observe que f é a inversa da função g : R > R tal que g(x) = z’, 


10. 
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Figura 7.3: gráficos de f3 e fs. 


para todo x € R. Em seguida, aplique o resultado da proposição 2.6. 
A figura 4.1 esboça o gráfico da função parte fracionária. 


Para o item (a), basta mostrarmos que (x,y) é um ponto do gráfico 
de f se, e só se, (x — a,y) é um ponto do gráfico de g. De fato, se 
(x,y) pertence ao gráfico de f, então f(x) = ye, daí, g(x — a) = 
f((x— a) +a) = y, quer dizer, (x — a,y) pertence ao gráfico de 


g, provamos a recíproca do mesmo modo. Para o item (b), basta . 


mostrarmos que (x, y) é um ponto do gráfico de f se, e só se, (x, y+a) 
é um ponto do gráfico de g. De fato, se (x,y) pertence ao gráfico de 
f, então f(x) = ye, daí, g(x) = f(x)+a = y-+a, quer dizer, (x, y+a) 
pertence ao gráfico de g, provamos a recíproca do mesmo modo. Os 


11. 


12. 


13. 
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demais itens podem ser analisados de forma similar. 


De posse do gráfico de f, mostre que obtemos o gráfico de g do se- 
guinte modo: refletimos, ao longo do eixo das abscissas, a porção do 
gráfico de f situada abaixo de tal reta. 


Em princípio, pode parecer que não podemos usar o resultado do 
problema anterior, haja vista que a função em questão não tem por 
domínio o conjunto dos reais. Contudo, como 


2x Betto do a 2 
Alo g+ o 2 + 1º 


podemos raciocinar de modo análogo, esboçando o gráfico de f do 

seguinte modo: primeiro, traçamos o gráfico de x => Ł, em seguida, 

transladamos o gráfico anterior uma unidade para a esquerda, ob- 
T; a ; 

=» agora, alongamos o gráfico anterior na 

direção vertical, pelo fator 2, obtendo o gráfico de x => 


tendo o gráfico de x > 


2. 
PE refle- 


timos o resultado no eixo horizontal, obtendo x 5 — por fim, 


2i 
TATO 
transladamos o gráfico refletido duas unidades para cima, obtendo o 
gráfico de x ++ a O resultado final é a figura abaixo: 


Use o resultado do problema 8.2.4 do volume 2. 


Seção 2.2 


1. 


Para os itens (a) e (b), referimos o leitor à discussão do exemplo 2.11, 
mais precisamente à equação (2.2); quanto ao item (c), sugerimos ao 
leitor rever os itens (a) e (e) do problema 10, página 68. 


Use uma das fórmulas do arco duplo do problema 7.2.3 do volume 2 
para cos 2z. 


. Use o resultado do problema 4, página 67. 


Opere a mudança de variável x = V5cosa, onde 0<a <r. 
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Figura 7.4: gráfico de x > 2x/(x + 1). 


5. Suponhamos, por contradição, que f fosse periódica, de período 7 > 
0. Então, deveria ser f(T) = f(0) = 2. Mas aí 


2=f(T)=costT+cos(ar)<1+1=2, 


uma vez que o cosseno de qualquer número real é no máximo 2. Assim, 
deve ser 
cosT = cos(aT) = 1. 


Para tanto, devem existir inteiros (não nulos) k,l tais que T = 2k7 
ear = 2lr. Dividindo membro a membro essas duas igualdades, 
chegamos a a = l/k, contradizendo o fato de ser a irracional. 


6. Inicialmente, mostre que a igualdade f(x + 37) = f(x) implica a 


5x 


igualdade (—1)”sen (32 + isz) = sen (2), sempre que nx £ 5 + kr 
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para k € Z. Em seguida, se n é ímpar, por exemplo, mostre que a 


última igualdade implica a igualdade sen (32 + Dr) cos (DE) =, 


para todo x € R tal que nx £ 5 + krt para k € Z; conclua, então, que 
n divide 15. - 


7. Suponha que tal função seja periódica de período p > 0; calcule 


f(x +p) com a ajuda das fórmulas de adição de arcos e, em seguida, 
analise a igualdade f(x + p) = f(x). 


Seção 3.1 


1. Mostre que, se fosse a > b, teríamos, eventualmente, a, > arb S Ün 


2. Suponha, sem perda de generalidade, que a <a < ag < e 
mostre que não podemos ter bı > by > bs >--.. 


3. Inicialmente, observe que 


k n k 1 
a ja ja 
1 


quando n — +oo. Portanto, fixado um real a tal que la <A < 1, 


. k s k 
existe no E€ N tal que n > no > ? aF < a ou, ainda, Tafr < o 
k 
Mas, como a” — 0 quando n — +œ, o mesmo sucede com m 
Alternativamente, faça |a| = 1 + œa, com a > 0, e veja que, para 


n =k, 
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Portanto, para n > k, temos 


nt (+ 1)! në 
la|” atl  n(n-—1)...(n— k) 
(k+1)! 1 


com a última expressão acima tendendo a O quando n — +00. 


. Construa, indutivamente, uma subsequência (an,)k>1 tal que an, > 


Nk, A1, 42; -.., Anos 


. Escreva c = (1 — tķ)c + tec e use a desigualdade triangular para 
escrever |c — c| < (1 — tu)jar — c| + tr |bk — cl. 


. Note primeiro que |b, — || < max{ |an — I|, [Cn — l|}, para todo n E N. 
Portanto, dado e > 0 e tomando no € N tal que n > no > lan — 
l|, |cn — || < €, teremos |b, — l| < € para n > no, de modo que bn > l. 


2 i 
. Mostre que [am — an| < a + -2i e, em seguida, faça k — +oo. 
. Sea = min{a1,a2} e 6 = max{a1, a2}, conclua que (an)n>1 é limi- 
tada, considerando separadamente os casos) <a <8 <4,4<a<B 
e0 <a<4< 68. Sea < a < a3 ou ayı > as > ag, escreva 


Ak+2 — Qk+1 = Gk+1 — /Gk-1 para concluir que, caso a sequência 
dada é monótona, ela será convergente; fazendo k — +oo na recor- 


rência do enunciado, conclua que a, > 4. Sea < a3 < ag ou 


a > a3 > a2, conclua, como acima, que as subsequências de índices 
pares e ímpares são convergentes, digamos agp-1 — ce agp — d; fa- 
zendo k — +oo na recorrência do enunciado, conclua que d = /c+vd 
ec=vc+d,desorte que c = d = 4. 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 
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Use o fato det, =-—to—ti—---— tn-1 = 0 para escrever 


ar = to(Vk- Vk +n) +tı(vVk+1-vk+n) + 
+tna(vk+n-1>vk+n) 


to ti 
vVk+vk+n v[vk+l+vk+łn 
in—1 


o vk+n-1+vk+n 


Por fim, faça k — +oo. 


Faça a substituição trigonométrica £n = 2cosy, com Yn E [0, 5], 
use um pouco de trigonometria e conclua que yn+1 > 2yn, para todo 


n>1. A partir daí, mostre que Yn < E < xF» para todo k > 1, 


de sorte que yn = O para todo n > 1. 


Inicialmente, use a condição do enunciado para mostrar que |(an+1 — 
an) — (ar+1 — ax)| < 2. Em seguida, fazendo n — +oo, conclua que. 
existe | = lim,» +o0(An+1 — an), e mostre que ap,1 — ak = l, para 
todo k E N. 


Conclua, a partir da definição de an, que a; 1+1 = ET Oh, para todo 
inteiro k > 2. A partir daí, mostre que 


2(k + 1)? 


(E + IR ta T a) 


âk—1 — âk < 


e conclua que a sequência (an)n>1 é não crescente para n > 2. Por 
fim, faça k — +00 na igualdade a; 1 + 1 = dar para concluir que 
an — 1 quando n > +oo. 


Mostre, sucessivamente, que a2 = k+an-1 e aí +1 —aŻ = ün — ūn-1, € 
conclua, a partir daí, que a sequência (an )n>1 é crescente. Use agora 
que aĉ < k + an para concluir que an < 5(1 + V4k + 1) para todo 
n > 1, de sorte que a sequência em questão é convergente. Agora, faça 
n — +00 em a? = k + an-ı para concluir que an — (1 + V4k + 1) 
quando n — +oo. A partir daí, os itens (b) e (c) são relativamente 
imediatos. 
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14. Primeiramente, use a desigualdade entre as médias aritmética e geo- 


15. 


métrica para concluir que aks1i > va, para todo k € N. Agora, 
faça k — +oo na recorrência acima para concluir que, se (an)n>1 for 
convergente, então seu limite é igual a ya. Para o que falta, use a 
desigualdade triangular para obter 


| | 1 P P pa a 
a — Q = — — QL. — — 
k+1 k J k k—1 a Fa 
1 a 
m z los = aal: fi- 
Akdk— 


1 | 
< z 0k — Up-1]) 


para k > 2. Por fim, conclua a convergência de (an)n>1 à partir do 
exemplo 3.17. 


Prove inicialmente que an+1 > an + 1 e, daí, que a, > n para todo 
n > 1. Agora, use produtos telescópicos para mostrar que, fixado 


p € N, temos 
a E 1 
I<TE |] (1+ ) 
Em j=0 Onda, 
e, daí, | 
p—1 = 
1 < Un+p < [| EH Entitl < «TI (14 —) 
Gm amoo CER) oO y an+j 


Mostre, então, que 


lim (1+ E ) (1+ E (1+ > E 
Van ünal anipe 
Agora, se y = 1, conclua o que se pede a partir do limite acima. 
Se y < 1, conclua a partir do limite acima que podemos escolher np 
natural tal que n > np 


k, mostre que podemos a no natural tal que >= E VETES < Y-T. 


Em seguida, conclua que n > no e p natural fornecem 
an 


—— —-— T <yn. 
An+p n+p T y/Qn+p 


16. 
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Fixe k > no, np, de modo que > y; conclua pela existência de 


| Ak+p 
po > p tal que 
a a 
k o> po ko 
Ak+po Ak-+po+1 
Por fim, suponha que e < x e chegue a uma contradição. 


Seja co, C1,C2,-... à sequência definida por co = 1 e 


Reescrevendo esta relação como Cn = Gn-1Cn-1 — AnCn, obtemos a 
soma telescópica 


citc+--:+C = Q0 — OnCn. (7.1) 


Por outro lado, a assertiva do problema equivale a termos e < 


9-1". para infinitos n € N. Suponha o contrário, i.e., que existe N 
natural tal que a desigualdade oposta se verifica para todo n > N. 


Então, para n > N, temos 


Cn > CN ` oito +4) — GR 9— (Fatta), 


1 1 PEIN 
onde C = cy: 90+5++) é uma constante positiva. Se 2571 < n < 
2K então 


RE < 1+ E + E +... 
E cj 2 3 4 T 
j=1 
1 1 
< 1+1+1+.-+1=k, 
de modo que 


P O Fk para g-i <n < 9. 
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Sejartalque2Z-I<N<2 e seja m > r. Então, 


Cor + Cory + +++ + Cm = 
= (cor +++ + Cori 1) + (Cori + ee + Cor+2—1) 
+++ (Com-s +---+egm1) 
SIG (rag tor ts aa LD) 
Cm) 
J ; 


mostrando que a soma dos c, pode ser tornada arbitrariamente grande. 


Contudo, por (7.1) essa soma nunca pode exceder aq. Essa contradi- 


ção mostra que EE < 2-1" se verifica para infinitos n € N, conforme 
sa 


desejado. 


Seção 3.2 


1. Faça Sn = J pa a e, em seguida, mostre que 


1 1 1 2n— 1 


ar—1 
o 2a 1 1 2n-1 
Da a a? ar ` 


Agora, use os resultados do exemplo 3.3 e do problema 3, página 90, 
para concluir que Sn > z% + C quando n — +00. 
2. Seja r > O a razão da PA. Para o item (a), temos 
E ad uid 
ar a+(k- Dr” 2Ak-— Ir 
se k >“ +1. Para item (b), temos 


1 1 1 1 


— = — < r lM. 
ax a +(QE-Ir O (1r Mir 


Aplique, agora, o teste da comparação. 


10. 


11. 


. Comece mostrando que 3),cn + < E 
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+oo 1 
a,b,c=0 9a9b5c* 


creva o segundo somatório acima como o produto de três séries geo- 


Em seguida, es- 


métricas. 


. Use a desigualdade a 1) ($110k) > nº, válida para todo 


n €N. 


. Inicialmente, use o teste da comparação para mostrar que a série 


Qj 
il 1 converge. Agora, denotando por x o valor de sua soma, 
observe que, para k > n, 


Qj Qj 9 1 
D EDE EDE E 
j T j n 
= 10 i 0 ea 10 10 
. Use que E = + — Rr para todo n EN. 
. Use que az + z5 > es, para todo k € N; em seguida, aplique o 


resultado da proposição 3.22. 


. Use que akak+1 < 5(ak + ak+1) para todo k EN. 


Para o item (a) (a prova do item (b) é análoga), seja q = “ € (0,1) 
e tome no €E N tal que Ya, < q para n > no ou, o que é o mesmo, 
an < q” para n > no. À partir daí, adapte a argumentação do final 
da prova do teste da razão. 


Pela definição de convergência para séries, basta mostrarmos que a 
sequência (Zn )n>1, dada para n > 1 por £n = a1b1 +a2b2 +---+andn, 
é convergente. Mas, como sabemos, isso é o mesmo que mostrar que 
ela é uma sequência de Cauchy. Para o que falta, sejam dados inteiros 
positivos m e n, com m > n. Segue da identidade de Abel (identidade 
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12. 


13. 


14. 


15. 
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(7.20) do volume 1) e da desigualdade triangular que 


[Em — En] = |anbn + an+1bn+1 + ++ + ambm! 
= |(sn — 8n-1)(bn — bn+1) + (Sn+1 — Sn—1)(bn+1 — bn+2) 
+ (Sn+2 — Sn—1)(bn+2 — Dada) ee 
+ (sm-1 — 8n-1)(bm-1 — bm) + (Sm — Sn-1)bm)| 
< (|sn| + |sn-1|)(bn — bn+1) + (|8n41] + [Sn-1|)(bn+1 — bn+2) 
+ (Isn+2l + |sn-1))(bn+2 — bn+3) +*+: + 
+ (lsm-1| + |sn-1)(bm-1 — bm) + (l8ml + |sn-1])bm))l. 
A partir daí, se M > 0 for tal que |s;| < M para todo k > 1, então 


po e El < 2M (bn per bn+1) E 2M (bn+1 o bn+2)+ 
= 2Mb, > 0 


quando n — +00. Portanto, a sequência (xn)n>1 é realmente de 
Cauchy. 


Nas notações do problema, anterior, faça ap = (-1)* e bk = Ł. 


Para a primeira parte, suponha que algum x € (0,1) admite duas 
expansões decimais distintas satisfazendo as condições do enunciado 
e derive uma contradição. Quanto à segunda parte, defina f(x) = 
(y, z), com y = 0,ajagas... e z = 0, a246 . . .. 


Sendo an = AnO An+1, temos sena, = Tz Agora, use o ciclo tri- 
gonométrico para mostrar que sena > a, para todo a € (0, 5), 
e conclua, a partir da divergência da série 2 k>1 F que DD Qk 
também diverge. 


Sendo an = 26n, basta provar que bı + 2 + 3 + --: = 4%. Equiva- 
lentemente, sendo bn = tg (61 + --- + n) para n > 1, basta provar 
que bn — 1 quando n > +oo. Use trigonometria para mostrar que 


2(n + 1)?2bn +1 


bn+1 = 2(n + 1)2— bn » 
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para todo n € N; a partir daí, conclua por indução que bp = 
para todo n > 1. 


No 
n+1 


Seção 3.3 


2. Use o corolário 3.35 para construir indutivamente uma sequência 
(ar)k>1, tal que ak = my + Nka, para inteiros my e ny satisfazendo o 
item (a), e la; — l| < +, para todo | > 1. 


Seção 4.1 


2. Comece observando que o conjunto (xo — ô, ro +ô) x (f(xo)—e, f (3x0) + 
e) é um retângulo aberto centrado em Po(xo, f(x9)) e de lados para- 
lelos aos eixos. Em seguida, lembre-se de que todo disco centrado em 
Fo contém um retângulo aberto centrado em Py e de lados paralelos 
aos eixos, e vice-versa. 


4. Imite a discussão do exemplo 4.8. 
o. Use a regra da cadeia para funções contínuas. 
6. Use o problema anterior, a regra da cadeia e o exemplo 4.5. 


7. Idêntica à sugestão do problema anterior. 


Seção 4.2 


2. Use o TVI em cada caso. Esboçar os gráficos das funções envolvidas 
pode ajudar. 
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. Se y = ax + b é uma reta não vertical, i.e., tal que a Æ 0, basta 
provarmos que a função g : R > R, dada para x € R por g(x) = 
rösen z — az — b, é tal que g(x) = 0 para infinitos valores reais de zx. 
Para o que falta, suponhamos a > 0 (o caso a < 0 pode ser tratado 
de modo análogo). Mostre que, para k € N suficientemente grande, 
temos g(km) < O < g(kr + 5); em seguida, aplique o TVI. 


. Analise a função f : [0,1] — [0,1] dada por f(x) = z + (1 — 
z) sen n(n — 2)z. 


. Como x = 0 não é solução, podemos reescrever a equação em questão 
como f(x) = 0, onde f : (0, +20) > R é a função dada por 


H)=D Va ta-n 
1=1 


Assim, devemos mostrar que f possui exatamente uma raiz positiva. 
Para tanto, como a função x > 4 + a; é contínua e decrescente, 
e como f é uma soma finita de funções desse tipo, segue que f é 
também contínua e decrescente, o que implica dizer que f tem no 
máximo uma raiz positiva. Por outro lado, 


-n = lim f(x) < 0< f(1) = >, vVi+ra;—n. 


Assim, segue do TVI que f possui exatamente uma raiz positiva, 
situada no intervalo (0, 1). | 


. Seja f : [0,1] > R a função dada por 


Fe =Z le- ail 
1=1 


Basta garantirmos a existência de x € [0,1] para o qual f(x) = >. 


Para tanto, note que 


n 1 n 
O= iDa e (51-4 a 
1=1 1=1 


10. 
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de modo que f(0) + f(1) = 1. Se f(0) = f(1) = 5, nada há a fazer. 
Senão, podemos supor, sem perda de generalidade, que f(0) < 5 < 
f(1). Nesse caso, como f é contínua, segue do TVI a existência de 
O<x<ltalque f(x) = 5. 


. Primeiro, suponha que f(0 = 0. Com z = 0, obtemos f(1) = 


f(0)f(2) + f(1) = 0. Fazendo, agora, x = 1, obtemos f(2) = 
f(1)f(3) + f(2) = 0. Prosseguindo do mesmo modo, concluímos que 
f(n) = 0 para todo inteiro positivo n. Suponha, pois, que f(0) > 0 (o 
caso f(0) < O pode ser tratado da mesma maneira). Então, segue de 
f(0)Ff(2) + F(1) = O que f(1) e f(2) devem ter sinais contrários. Mas 
aí, o TVI garante que deve haver um real a € (1,2) tal que f(a) = 0. 
Argumentando como no caso f(0) = 0, conclua que f(a +n) = 0, 
para todo inteiro positivo n. 


. Faça x = 1000 e, em seguida, use o TVI para concluir que a imagem 


de f contém o intervalo [55,999]. Use novamente o TVI para tomar 


xo € R tal que f(x9) = 500 e, por fim, faça £x = xo na relação do 
enunciado. 


. Mostre primeiro que, se n € N, então a = 1 satisfaz as condições do 


enunciado. Em seguida, se a Æ 1 para todo n € N, construa uma 
função contínua f : [0,1] > R tal que f(x +a) £ f(a), para todo 
x € [0,1 — a]. 


Use a relação satisfeita por f para obter uma contradição ao TVI. 


Inicialmente, mostre que uma tal f é uma bijeção de [0,1] em si 
mesmo. Em seguida, use o teorema 4.21 para concluir que f é cres- 
cente ou descrescente. Por fim, suponha f crescente (o caso f decres- 
cente pode ser tratado de modo análogo), de forma que (pela sobreje- 
tividade de f e novamente pelo teorema 4.21) f(0) = 0 e f(1) = 1. Se 
existe x € (0,1) tal f(x) < x, então o fato de f ser crescente, junta- 
mente com a hipótese do problema, garante que x = f(f(x)) < f(x), 
o que é uma contradição; analogamente, não podemos ter f(x) > zx, 
de forma que f(x) = «x é a única possibilidade. 
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A prova desse resultado é uma simples adaptação do argumento da 
prova do teorema de Bolzano. Mais precisamente, suponha 1 = |a, b] 
(os demais casos podem ser tratados de maneira similar), e defina 
A = {x € [a,bļ; laz] C J}. Se c = supA, use a condição (ii) 
para mostrar que c € J. Em seguida, tome ô > 0 como em (a) e 
de AN (c-— ô,c) para concluir que c € A. Por fim, suponha c < b e 
use novamente (i) (com O < 6 < b — c) para concluir que c + $ E€ A, 
o que é uma contradição. 


Por contradição, suponha que existisse x € [0,1] tal que f(x) < 0. 
Utilize o lema 4.13, juntamente com o problema 1.5.4 do volume 1, 
para chegar a uma contradição. 


Mostre que a condição do enunciado garante que f (0) = f(m + na), 
para todos m,n € Z. Em seguida, use o corolário 3.34 do lema de 
Kronecker, juntamente com o resultado do problema anterior, para 
provar que f é constante. 


Defina a função auxiliar g : R > R tal que g(x) = = f(x + jr), 
com r > 0 a ser escolhido posteriormente. Em seguida, se f(x0) < 0 < 
f(x1), aplique o lema de permanência do sinal para g para mostrar 
que r pode ser escolhido de forma tal que g(x0) < 0 < g(x1). Por 
fim, aplique o TVI. 


Observe inicialmente que, para x € (0,1), a função g(x) = z( f(x) — 
f(0)) mede a área do retângulo que tem os pontos (0, f(0)) e (x, f(x)) 
como extremidades de uma diagonal; portanto, existe 0 < xy < 1 tal 
que esse retângulo tem área igual a 4. Argumentando de maneira 
análoga, construa retângulos Rj, ..., Rk, cada um dos quais tendo 
lados paralelos aos eixos coordenados e área =, cuja união cobre o 
gráfico de f e está contida no quadrado [0,1] x [0,1] do plano Car- 
tesiano. Por fim, use a desigualdade de Cauchy para mostrar que 


k <n. 


Suponha, por contradição, que existam zo, yo E€ R para os quais 
f(xo) < f(yo); suponha, ademais, (os outros casos são análogos) 


18. 
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que yo € (£o,2o + f(x). Use que f(xo + f(x) = f(x0) para 
mostrar ser possível escolhermos n € Ne c € R tal que a reta r de 
equação x + ny = c deixa o ponto (yo, f(yo)) e os pontos (zo, f(x0)), 
(xo + f(x0), f(xo + f(x0)) = (xo, f(x0)) em semiplanos opostos. Mos- 
tre, agora, que o TVI garante a existência de reais a € (x0,Y) e€ 
b € (yo, £o + f(xo)) tais que os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) estão 
sobre a reta r, i.e., tais que a + nf(a) = ce b+ nf(b) =c. Por fim, 
conclua que f(c) = f(a+nj(a)) = f(a) e f(c) = F(b+nf(b)) = f(b), 
de sorte que f(a) = f(b) e, portanto, a = b. 


Fazendo x = y = 0, obtemos f(0) + g(0) = A(0). Assim, definindo 
fila) = f(x) — f(0), gi(x) = g(x) — 9(0) e ha(x) = h(x) — h(0), temos 


fila +y?) + gi(£? +y) = hi (zy), 


com fı(0) = gı(0) = hı(0) = O. Podemos, portanto, começar su- 
pondo que f(0) = g(0) = h(0) = O. Fazendo y = —xº na relação 
do enunciado, obtemos g(x — xz?) = h(—xº) para todo x. Fazendo 
z = —y?, obtemos f(—y? +y) = h(—y*), para todo y € R; daí, segue 
que f(x - x?) = g(x— x”). Mas, como a imagem da função polinomial 
rs £ — T? é o conjunto dos números reais (pelo exemplo 4.17), te- 
mos f(x) = g(x), para todo x € R. A relação do enunciado se reduz, 
então, a 

Fe +y”) + f(z? +y) = h(zy). (7.2) 


3 e x = —y? em (7.2) e levando em 


conta que f (0) = 0, obtemos, respectivamente, 

f(z- 2°) = h(-2*) e Hoy" +y) = (gy), 
de modo que f(x — x?) = f(—x? + x). Usando de novo o fato de 
que a imagem da função polinomial z œ> x — x” é R, segue que f é 
uma função par, i.e., tal que que f(x) = f(—x), para todo x E R. 


Fazendo, agora, y = 0 em (7.2), obtemos f(x) + f(x) = 0, de modo 
que f(x) = — f(xº). Voltando a (7.2), essa relação nos dá 


Ha +y) — Hx + 9º)? = h(xy). 


Fazendo sucessivamente y = —x 
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Mas, f par implica, então, 


Ha? +y) — Hx + 9) = hey). 


Daí, segue que, se a € R for tal que existam reais x e y satisfazendo 
o sistema de equações 


então h(a) = 0. Provemos que esse é o caso para todo a < 0. Se 
a = 0, já temos h(a) = 0. Se a Æ 0, então a segunda equação do 
sistema acima equivale a y? + 3yº x + 3x2yº +y +2x3 = 0. Escrevendo 
z = é, segue que basta garantirmos a existência de um real y tal que 


yt? + 3ay + (302 + Dy* + 20º = 0.. 


Para tanto, seja ply) = y'2 +3ayº + (3a? +1)yt+2a?. Se a < 0, então 
p(0) = 2a < 0 e p(—a) > 0, de modo que o TVI garante que p tem ao 
menos uma raiz real. Para terminarmos, veja que f(x—x”) = h(—2º), 
de modo que f(x — x?) = 0 para todo x € R. Usando novamente a 
sobrejetividade de f, segue que f = 0. Daí, (7.2) nos dá h = 0. 
Então, as funções f, g e h que satisfazem as condições do enunciado 
são as funções constantes f = f(0), g = g(0) e h = h(0), tais que 
f(0) + g(0) = A(O). 


Seção 4.3 


1. Basta tomar f : (a,b) > R tal que f(x) = CEE para todo 
x E (a,b). | 


2. Mostre inicialmente que f(x) = f(l)x, para x € Q. Em seguida, 


fixado xo € R, escolha uma sequência (a, )n>1 em Q, tal que an > zo 
quando n — +oo, e aplique a proposição 4.24. 
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4. Comece utilizando a segunda hipótese do enunciado para mostrar que 


f é injetiva; para tanto, tome x,y € R distintos e considere (an)n>1 
a sequência divergente tal que ao, = x e aop-1 = y, para todo k > 1. 
Por fim, use as hipóteses sobre f para mostrar que f”! transforma 
sequências convergentes em sequências convergentes. 


. Para o item (a), adapte o argumento da prova do exemplo 4.17. Para 


o item (b), use o resultado do item (a), em conjunção com o teorema 
4.31. 


. Pelo exemplo 4.16, a função g tem um ponto fixo zo. Se £n = g(Ln-1) 


para n > 1, mostre que a sequência (x,)n>1 é não decrescente e tal 
que f(£n) = £n, para todo n > 1. Se £n — a, use a proposição 4.24 
para mostrar que f(a) = g(a) = a. 


. O item (a) segue imediatamente de (4.11). Quanto a (c), por um lado 


temos 


An 0) = noso | (en) = pi, Sm = O 


por outro, se 8 € R for tal que f(5) = p, então 
lœ — B| =| fla) — F(8)| < cla — Ll, 


juntamente com O < c < 1, garante que ja — 8| = 0, conforme 
desejado. 


. Pondo f(x) = 5(x+ vx? + 1), temos claramente f(x) < x para todo 


real x. Ademais, 


He) - fO) dd à 
z)— lly) = z |z- y+ — 
2 Vr? +1+yy2? +1 
1 THY 
= -|e — y |l + > 
3 | Vr? +1+V92+1 
1 z| + ly] 
< =le =y 
3 | ve +1+yy? +1 
< |] 
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Seção 5.1 


5. Para o item (a), se k € N, mostre que S(f;k) < S(g; k). Para o item 
(b), se À > 0, mostre que S(Af;k) = AS(f;k). Em seguida, use a 
definição de integral. 


6. Observe que —|f(x)| < f(x) < |f(x)|, para todo x € [a,b]. Em 
seguida, use o item (a) do problema anterior. 


7. Observe que À 
f sta) -to(o)Paa >0, 


para todo t € R. Desenvolvendo (f(x) — tg(x))2, conclua que At? — 
2Bt+C > 0, para todo t € R, onde 4 = f? g(x)2de, B= T f(x)g(x)dz 
eC=f E: f(x)2dx. Em seguida, use o corolário 1.16. 


8. Mostre inicialmente que, fixado t € [0,1], o fato de f ser não decres- 
cente garante que A(Ry,) é maior ou igual que a área do retângulo de 
base It, 1] e altura f(t), i.e., que 


| 
| Foda -0r0)>H0-+ 


Em seguida, fixe s € [0, 1] e faça t = g(s) na desigualdade acima para 
obter 


1 
Hole) -9(9) < | Hojdz 


Por fim, use o fato de s € [0,1] ter sido escolhido arbitrariamente, 
para concluir que 


Lo 1 
f EO) -eds | Feda), 
0 0 


Seção 5.2 


2. Suponha que log4o 2 é racional e chegue a uma contradição. 
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3. Examine os gráficos das funções definidas, para x > 0, pelos dois 


membros da igualdade em questão. 


. Faça a = b = v2 e analise separadamente as possibilidades a? racional 


e a? irracional, observando, neste último caso, que (a”)? € Q. 


. Esboce os gráficos das funções z +» qz? e x +» 27. Em seguida, use 


o TVI para mostrar que existe xo € (—2,0) tal que rå = 2%0, Para 
mostrar que xo é irracional, argumente por contradição. 


. Primeiramente, note que a função f(x) = x + vzr? +1 é sempre 


positiva e crescente e, assim, a função g(x) = x + log f(x) está bem 
definida no conjunto dos números reais e é também crescente. Agora, 
o sistema pode ser escrito como 


g(x) =y, g(y)=2, e g(z)=x. 


Suponhamos, sem perda de generalidade, que x = max{z, y, z}. En- 
tão, g(x) = max{g(x), g(y), g(z)}, de modo que y > z,x. Em par- 
ticular deve ser y = x, e um argumento análogo prova que deve ser 
x = y = z. Mas aí, basta resolvermos a equação log(z + vz? + 1) = 0 
ou, ainda, z + vz? + 1 = 1, a qual tem x = O como única solução. 


| Se k € Z, é tal que 10% < n < 10%+t1, conclua que k = |logjon]. 


. Queremos que, para certos n,l € N, tenhamos 


(aja... am 00 ho < nf < (aiaz... Am 99 ho 


ou, ainda, 10%p < nº < 10!(p + 1), onde p = (ajas...am)10. Tome 
l = kq e mostre que, nesse caso, a última condição acima equivale 
à existência de um natural n tal que n € [1074/p,107Xp + 1), para 
o quê é suficiente termos 10%(4/p+1 — &p) > 1 ou, ainda, q > 


—logio( VP +1— WD). 


9. Queremos mostrar que existem m,n € N tais que 


s-10” <a” < (s+1)-10”. 
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Tomando logaritmos decimais, isso é o mesmo que mostrar que exis- 
tem inteiros positivos m e n tais que logos +m < nlogiga < 
logro(s + 1) + m ou, ainda, 


logio s < —m + nlogi, à < logyo(s + 1). 


Se mostrarmos que log19 a é irracional, a prova estará terminada de- 
vido ao corolário 3.35. Suponha, por contradição, que logia E Q, 
digamos logo à = E com p,q € N primos entre si. Então a! = 102, 
de sorte que, pelo teorema fundamental da aritmética (cf. introdução 
ao capítulo 1 do volume 1), podemos escrever a = 9* Sib, onde b não 
tem fatores 2 nem 5 e k e | são inteiros não-negativos. Mas aí, temos 
okaslaps — 2P5P e, portanto, b = 1, kg = p e lq = p, de modo que em 
particular k = l. Ocorre que isso nos daria a = 2k5k — 10º, o que é 
uma contradição. 


Comece mostrando que log, (log, b) > logy(log, b) e log.(log. a) > 
logy (log, a). Em seguida, aplique o item (e) do problema 1. 


Se ao = 0, bo = 0, an+1 = 2an + 1 e bayi = 3bn + 5, mostre que 
f(an) = bn, para todo n > 0. Conclua, a partir daí, que f(2” — H= 
>(37 — 1) para todo n > 0, e resolva a equação 2” — 1 = x para n. 


Queremos mostrar que existem infinitos inteiros k e | tais que 3-10% < 
mm < 4.10% e3-10! <5? < 4-10! ou, ainda (tomando logaritmos 
decimais), que log;93 < —k + nlogıo2 < logio 4 e logi0o3 < — + 


“nlogi 5 < logy 4. Use, agora, o resultado do corolário 3.35. 


Tome a > 2 inteiro, e suponha que f(a) <a? — 1. Se m,n € N são 


tais que 


log22 m log 22 
loga? ` n ` log(a? — 1)’ 
então 2” <a” e (a? — 1)™ < 22", Portanto, duas aplicações de (c), 


seguidas por aplicações de (a) e (b), nos dão 


a e (2-1" > Ha” = fa”) > 12"), 
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o que é uma contradição. Agora, argumente de modo análogo para 
mostrar que não podemos ter f(a) > a? +1. 


Comece mostrando que f(0) = 0, 1 ou 2. Nos dois primeiros ca- 
sos, mostre que f é constante. No terceiro, mostre inicialmente 
que f(m) = 2m sempre que m é uma potência de 2. Em seguida, 
tome n < m e suponha que f(m) = f(n); mostre, por indução, que 
f (m2º) =, (n2º) e, para chegar a uma contradição, escolha a, b,c € N 
tais que logo n < >» < 5 < logo m. 


Seção 5.3 


3. 


f é ímpar e sua restrição a (0, +00) é convexa (pelo problema ante- 
rior), assume seu valor mínimo em x = 1 e está contida na porção do 
primeiro quadrante delimitada pelo eixo das ordenadas e pela bissetriz 
dos quadrantes ímpares. 


. Escreva f(x) = equi = -vV1l— + AE e mostre que cada uma 


das funções tr» —vte t > Jp t € (0,1), é estritamente convexa. 
Em seguida use o resultado do problema 2. 


. Aplique o resultado do problema anterior. 


. Sendo F uma integral indefinida de f ea < x < y < b, use (5.8) e a 


monotonicidade de f para comparar as diferenças F'(y) — F (=) e 
P (2$) — F (0). 


. Use as hipóteses sobre f para mostrar que, para x e y positivos e 


distintos, tem-se 


stu y p (EHP) > p (EH), 
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Seção 5.4 
1. Suponha que existam naturais nı < Nng < Nng <--- tais que a sequên- 


. Use a convexidade estrita da função f(x) = «x 


cia (f(nk))k>1 seja uma PA. Use a convexidade estrita e o caráter 
crescente de f para obter sucessivamente, para k > 1, 


Nk-—1 + a) 


fm) > s (2 


e 2nk > nk-1 + nk+1. Por fim, chegue a uma contradição. 


. Use o caráter estritamente convexo da função de proporcionalidade 


inversa. 


k com z > 0. 


. Para o item (b), observe inicialmente que, pelo item (a), podemos su- 


por que O pertence ao interior de 4,495... An. Sendo a; = A;0 A 
paral<i<n (com An+1 = Ai), isso garante que O < q; < T para 


todo i. Agora, use a desigualdade de Jensen, nos moldes do exemplo 


5.24. 


. Sendo a; = AO Aun para 1 < į < n (com An+1 = 41), temos 0 < 


a; < m. Mostre, agora, que o perímetro do polígono é r> = tg T 
em seguida, use a convexidade estrita da função tg : (0, T) >R. 


. A lei dos senos fornece a +b + c = 2R(sen Â + sen B + sen Ĉ ). Agora, 


aplique a desigualdade de Jensen à função sen : (0,7) >R. 


. Aplique a desigualdade de Jensen à luz do resultado do problema 4, 


página 183. 


. De acordo com o problema 5.1.7 do volume 2, temos t +y +z =h. 


Mostre, agora, que a função f : (0,h) —> R dada por f(x) = E é 


estritamente convexa e aplique a desigualdade de Jensen. 


. Por contradição, suponha que PAB, PBC, PCA > 30°. Então, 


temos sen PÁB , sen PBC , sen POA > >. Use a forma trigonomé- 
trica do teorema de Ceva (cf. problema 7.3.37 do volume 2) para 
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deduzir que 
sen PAC . sen PCB -sen PBA > a 


Por fim, aplique a desigualdade de Jensen à função estritamente côn- 
cava x H> logsengz (cf. problema 6, página 183) para chegar a uma 
contradição. 


Use a concavidade estrita da função logaritmo natural, nos moldes do 
exemplo 5.25. 


11. Faça S = ($; (ai + bite)! e escreva 
n n 
Sf = ` ailai + bi)! + ` b;(a; + 1 
Em seguida, escolha q > 0 tal que A = 1- t e aplique a desigualdade 
de Hölder a cada um dos somatórios acima. 

Seção 6.1 

1. Adapte, ao presente caso, a demonstração da unicidade do limite de 
uma sequência, dada na proposição 3.5. 

6. Multiplique o numerador e o denominador da fração por 1 + cos zx. 
Em seguida, use o limite trigonométrico fundamental. 

7. Para a segunda parte, analise o comportamento de f ao longo das 
sequências (an)n>1 € (bn)n>1, tais que an = z- e by = IKEI para 
todo n > 1. 

10. Adapte, ao presente caso, a discussão do exemplo 4.17. 
11. Comece fazendo x = 1 em (a) para obter f(f(y)) = yf(1), para todo 


y > 0. Em seguida, use essa relação para mostrar que f é injetiva 
e, então, que f(1) = 1 e f(f(x)) = x, para todo x > 0. Sea > 0 
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é ponto fixo de f, mostre que 1 também o é, de sorte que podemos 
supor que a > 1. Conclua que a* é ponto fixo de f para todo k € N, 
e use (b) para mostrar que a = 1. Por fim, fazendo x = y em (a), 


conclua que f(x) = E, para todo x > 0. 


Seção 6.2 


5. 
6. 


Adapte, ao presente caso, a discussão do exemplo 6.30. 


Inicialmente, verifique que a discussão que precede o lema 6.27 nos 


permite escrever, para x € I \ {xo}, 


r(x—zro) 
f(x) = f (z0) T A 
£) g'(xo) + s(x—zo) 


T— TO 


Q 
m~ 


r(x—xo) 
L—Lo 


(r-zo) _ 
teca) 0, 


com lim, zro e limao 


. Pela continuidade da função logaritmo natural, basta mostrar que 


lim zlog (1 + 2) Sä 
x—>+00 £ 


ou, ainda (fazendo y = 4), que lim, ,0+ rogl+ay) = a. Para tanto, 


use a regra de l’Hôspital. 


. Escolha um sistema Cartesiano de coordenadas tal que F(0,c) ed : 


{y = —cy. Em seguida, obtenha a equação de P em um tal sistema, 
escreva Pi(a;,b;), para i = 1,2, e calcule a abscissa x; do ponto de 
interseção da tangente a P traçada por P; com a diretriz d. Por fim, 
use a colinearidade de P}, Pa e F para concluir que z1 = x5. 


. Para k > 0, ponha f(x) = ape “senz + bre? cos x, de sorte que 


[+ (x) = — (ap + bre sen x + (ay — bye”? cos z 


e, portanto, ak+1 = — (ak +by), bk+1 = ak — bp. Conclua, a partir daí, 
que bk+2 + 2bk+1 + 2b; = 0, para k > 0, e use o material da seção 4.3 
do volume 1 para obter f) (0) = by. 
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10. Sendo 7 > 0 o período de f, mostre que f%)(r) = f% (0), para 


11. 


todo inteiro k > 0. Conclua que, para 0 < k < n — 1, tais equações 
fornecem um sistema de equações nas incógnitas cos( jT), 1 <j <n, 
cuja única solução é cos(jr) = 1, para todo 1 < j < n — para provar 
este último fato, você terá de utilizar o resultado da proposição 6.5 
do volume 6. 


Provemos que f'(Vk) = 0. Como vk £ Q, segue que f(vk) = 0. 


Daí, sendo x um irracional diferente de Vk temos 
f(z) — f(vk) 
q — vk 


Basta, pois, mostrarmos que 


Ha) — f(vk) 


in AAN 


= 0. 


Para tanto, seja x = q» Com p,q E N, uma fração irredutível. Temos 


Ha) — f(vk) 
T—vk 


q 1 
p/a-vk| qlp-qvkl 


o dd <P+avk_1 Piai 
q°|p? — q2k| q? q Ng | 


Dado e > 0, tome n E N tal que n > avki e seja 
A= {p/q; pq EN, 0<q <n}. 
Veja que A é um conjunto finito. Tomando 
ô = min{1, {|x — vkl; z € AH, 
temos que E —-vk|<6>qg> n, ao passo que : < Vk +1 implica 


f(æ)— f(vk)| 1 /p 2Vk +1 
=z (2+ vz) e 


aeee a 


z — vk 
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Seção 6.3 8. Conclua que é suficiente mostrar que a função f(x) = neto an z>o, 
eçao O. 


? atinge seu valor mínimo em x = n. Para tanto, estude a primeira 
4. Aplique o resultado da proposição 6.43 à função f : [0,+00) > R variação de f. 


dada por f(x) =e- x-1. 9. Use o TVM em conjunção com o resultado do problema 7, página 


5. Claramente, basta mostrarmos que f(*) (0) existe e é igual a 0, para 150. 
todo k O. Para tanto, observe inicialmente que lim,..»o et" = 
O = f(0), de sorte que f é contínua em R. age agora a 
primeira derivada de f. Para x 0, temos f'(x) = are /z". para 


x = 0, observe inicialmente que 


OIO ee 


x—o0 E 


10. Mostre, inicialmente, que 


v=5 (ny + o) + 1Ha +a) ) 


Em seguida, estude a variação da função f : R > R tal que f(x) = 
£z +y, onde y é dado em função de x como acima. 


11. Use a desigualdade entre as médias para dois números para concluir 
que a expressão acima é maior ou igual que f(x +y), onde f(t) = 
t + 2 + 5 para t > 0. Em seguida, estude a primeira variação da 
função f. 


fe) MO) E E 


Fazendo t = L temos t — +oo quando z > 0e 


Como e” > 1 +? pelo problema anterior, segue que 


| fede — té < Sum 50 x x 
x— o0 et l+t 12. Fazendo a = sen 4 e 8 = sen B mostre que basta analisar a igualdade 


f(a) = f(B), onde f(x) = Em x € (0,1). Estude, então, a 


quando t — oo. Portanto, f é derivável em x = 0, com f'(0) = 0. 
= primeira variação de f. 


Para a segunda derivada, note que, para x + 0, temos f'(x) 
f(x). Portanto, pela regra do produto, segue que 


2. 
13. Aplique o teorema de Rôlle à função h : [a,b] —> R dada, para z € 
[a,b], por h(xz) = (F(b) — f(a))g(x) — (g(b) — 9(a)) f(x), x € [a,b]. 


14. Tome, em IN {c}, uma sequência (Zn )n>1, COM Zn > c. Sex, >c 
(resp. £n < c), então, aplicando o TVM ao intervalo |c, £n] (resp. 
[Zn C]), concluímos pela existência de Yn E (C, En) (resp. Yn € (£n, €)) 
tal que 


ra = (E) 10 


“para x É 0, e um argumento análogo ao feito acima para calcular 
f'(0) mostra que f“(0) existe e também vale 0. 


6. Faça h(x) = f(x)senzx + g(x)cosx e I(x) = f(x) cosa — den a. 
de sorte que h(0) = 1 e I(0) = 0. Em seguida, calcule h'(x) e I'(x) 
e conclua que h é constante e igual a 1, ao passo que l é constante e 


Fyn) L f(xn) = Ho). 
Tn — C 
Em qualquer caso, temos Yn > C e Yn F c, de forma que, por 
nossas hipóteses, temos f’ (Yn) — L. Portanto, segue de (7.3) que 
Men) fe) > L. O raciocínio acima mostrou que 
f(x) — f (c) 


Un — cC 


(7.3) 


igual a O. 


7. Se g,h : R > R são tais que g(x) = f(x) — f(0) cosa e h(x) = g'(x), 
para todo x € R, mostre que h'(x) = —g(x). Em seguida, use o 


| En > c> 
resultado do problema anterior para mostrar que g(x) = f'(0)sen z. 


> L. 


306 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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. . Teo. ayi 
Mostre que isso é suficiente para garantır que limMmgr=me ~i existe 


e é igual a L. 


Para o item (b), use o resultado de (a). Para o item (a), considere dois 
casos separadamente: se f não for injetiva em [a,b] Ross que pasta 
usar o TVM; se f for injetiva em (b), conclua que f será monótona 
e, daí, que f’ > 0 em [a,b] ou f’ < 0 em [a,b]. 


à ] uma 
Comece utilizando a relação do enunciado para mostrar que, se 
à í j f z xz >Q. m 
tal existisse, entao teríamos (x) E |; para Tour | F 
j ] ne- 
seguida use o T VM para mostrar que deveria assumir valores 
) 


gativos. 


Aplique repetidas vezes O seguinte fato: se k € R é tal a pi + 
kf'(x) > 0 para todo x E R, então f(x) > 0 para todo x E R. ara 
provar tal fato, comece utilizando o resultado do poa 10; A 
212, para mostrar que f tem grau par e coeficiente líder a | m 
seguida, tome (pelo problema 5, página 149) xo E R tal que f atinge 
seu valor mínimo em xo e aplique o corolário 6.38. 


Use o TVM para garantir a existência de c € (a,b) e que f'(c) E 
Se f(c) = c, mostre que basta aplicar o AR maig duas bg : 
f(c) < c, use o TVM para garantir a existência Ea a e i 6) 

Be (c,1) tais que f'(a) < 1 e f'(B) > 1; em seguida, ap o 
teorema de Darboux (cf. problema 15). Se f(c) > c, argumente de 


maneira análoga. . 


Comece usando o TVM para mostrar que existe 0 < ô < 1 tal que 
|f(x)| < |z|, para |z| < ô . Itere esse argumento, mostrando que pi 
o mesmo 6) |f (x)| < |z|”, para |z| < ô e todo n € N. Conclua, pan 

daí, que f(x) = 0, para |z| < ô. Em seguida, renda o argumento 
acima, mostrando que, se f(xo) = O, então existe ô > 0 tal que 
f(x) = 0, para |x — zo| < ô. Por fim, use o resultado do problema 12, 
página 140, para concluir que f (x) = 0, para todo z E R. 


Antonio Caminha M. Neto 307 


Seção 6.4 


4. Estude a primeira variação da função f (£) = (1+ DI”, para x € 
(0, +00) (aqui, para x, g(x) > 0, definimos g(x)” como exp(z log g(x))). 


à. Derive g(x) = e” f(x) e utilize a proposição 6.43. 
6. Adapte, ao presente caso, a discussão do exemplo 6.56. 


T. Por contradição, derive a igualdade p(x) = log x e, em seguida, use o 
resultado do problema, 10, página 212. 


8. Tomando logaritmos naturais, concluímos que basta comparar os nú- 
meros 1 e ogn Para tanto, estude a primeira variação da função 
f:(0,+00) > R dada por f(x) = loga para x € (0, +00), mos- 


trando que seu valor mínimo é atingido somente em x = e. 


9. Adapte a sugestão dada ao problema anterior. 


10. Aplique o TVM usual à integral indefinida de f baseada no ponto a. 


11. Inicialmente, use os cálculos do exemplo 6.53 para mostrar que existe 
uma única fo E€ F da forma fo(x) = Acos gx + B sen £, com ABER. 


Agora, expanda a desigualdade Jo (f(x) — fo(x))2da > 0 para chegar 
ao resultado desejado. 


12. Para o item (a), estude a variação da função x + log(x + 1) — z, 


z 20. Para o item (b), observe inicialmente que, pela fórmula de 
integração por partes, temos 


1 n 1 n—1 1 
n f E de =n f a de= | a log(a” + a)da 
0 thra 0 xt” +a 0 dx 
1 
= log(a + 1) — É log(x” + a)dz. 
0 


Por outro lado, pelo item (a), temos 


1 fl gn 
J log(x” + a)dz = / (ioga + log (= + 1) dx 
0 0 


Lan 
log a + f A 
o O 


log a 


IA 


LA 
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Por fim, combine os cálculos acima para inferir o limite do enunciado. 


Seção 6.5 


2. É imediato que f(x) < 1 para todo x E R e limigo et =1, 
Assim, o gráfico de f é simétrico em relação ao eixo das ordenadas 
(pois f é par), está inteiramente contido na faixa do plano Cartesiano 
situada entre as retas y = O e y = 1 ese aproxima mais e mais da reta 
y = 1 quando x — +oo. Agora, mostramos no problema 5, página 
239, que f é duas vezes derivável, com f(0) = f”(0) = 0 e, para 
ps), 


4 — 6x? 
a ) . eu? 


f'(x) c 5 l asia è f(x) Es ( 


Portanto, f é crescente em [0, +00), decrescente em (—oo, 0], estrita- 


mente convexa para |z| < A e estritamente côncava para |x| > JE 


De posse das informações acima, esboçe o gráfico de f. 
. Use a desigualdade entre as médias de potências. 


E ; E e Ta 
. Use a concavidade estrita da função f(x) = log 5, 0 < £ < 1, 
juntamente com a desigualdade de Jensen. | 


. Use a convexidade estrita da função f(x) = x log x, x > 0, juntamente 
com a desigualdade de Jensen. 


. Aplique a desigualdade de Jensen à função f (x) = log E x € (0,7). 


. Faça a; = e”, com x; > 0, mostre que a função f(x) = = x > 0, 


é estritamente convexa e aplique a desigualdade de Jensen. 


. Comece escrevendo a desigualdade do enunciado como 
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onde s = a +az+-::+an; a partir daí, reescreva tal desigualdade 
como | 


n 
© Qi S 
l E cd ad 
Die (ç É) s (m+ Dlogn +log (7>); 


Se a; < 5 para 1 <1<nmn, aplique a desigualdade de Jensen à função 


f(x) = log (=) 0< q < 5: posteriormente, mostre que 


s s 
| — — < 
n log (=) + (n +1)logn < log (7>). 
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“CAPÍTULO A 


Glossário 


APMO: Asian-Pacific Mathematical Olympiad. 
Áustria-Polônia: Olimpíada de Matemática Austro-Polonesa. 
BMO: Balkan Mathematical Olympiad. 

Baltic Way: Baltic Way Mathematical Cue 


Crux: Crux Mathematicorum, periódico de problemas da Sociedade 
Canadense de Matemática. 


IMO: International Mathematical Olympiad. 


Israel-Hungria: Competição Binacional Israel-Hungria. 
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Miklós-Schweitzer: The Miklós-Schweitzer Mathematics Competi- 
tion (Hungria). 


NMC: Nordic Mathematical Contest. 

OBM: Olimpíada Brasileira de Matemática. 

OBMU: Olimpíada Brasileira de Matemática para Universitários. 
OCM: Olimpíada Cearense de Matemática. 

OCS: Olimpíada de Matemática do Cone Sul. 

OIM: Olimpíada Ibero-americana de Matemática. 

OIMU: Olimpíada Ibero-americana de Matemática Universitária. 
ORM: Olimpíada Rioplatense de Matemática. 


Putnam: The William Lowell Mathematics Competition (Estados 
Unidos). 


Torneio das Cidades: The Tournament of the Towns, olimpíada 
intermunicipal mundial de Matemática. 
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côncava, 175 
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15 
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exponencial, 170 
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